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Mð �¦u

�ành lþ Rolle v  mët sè mð rëng cõa �ành lþ Rolle (�ành lþ Lagrange,
�ành lþ Cauchy, �ành lþ Rolle tr¶n mët kho£ng khæng bà ch°n) l  c¡c
�ành lþ quan trång v· gi¡ trà trung b¼nh trong ch÷ìng tr¼nh gi£i t½ch cê
�iºn. Ùng döng cõa c¡c �ành lþ n y trong ch÷ìng tr¼nh to¡n Trung håc
phê thæng r§t �a d¤ng v  phong phó, �°c bi»t l  c¡c d¤ng to¡n v· gi£i
ph÷ìng tr¼nh, bi»n luªn sè nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh tr¶n mët kho£ng,
chùng minh b§t �¯ng thùc, x²t cüc trà cõa h m sè... Tuy nhi¶n, trong
c¡c t i li»u s¡ch gi¡o khoa d nh cho håc sinh phê thæng th¼ c¡c ùng döng
n y cõa �ành lþ Rolle ch÷a �÷ñc tr¼nh b y mët c¡ch h» thèng v  �¦y �õ.

Vîi suy ngh¾ v  theo þ t÷ðng �â, möc ti¶u ch½nh cõa b£n luªn v«n
n y l  nh¬m cung c§p th¶m cho c¡c em håc sinh, �°c bi»t l  c¡c em håc
sinh kh¡, giäi, câ n«ng khi¸u v  y¶u th½ch mæn to¡n mët t i li»u, ngo i
nhúng ki¸n thùc cì b£n cán câ th¶m mët h» thèng c¡c b i tªp n¥ng cao,
qua �â s³ th§y rã hìn c¡c d¤ng to¡n ùng döng r§t phong phó cõa �ành
lþ Rolle, �ành lþ Lagrange v  mët sè �ành lþ mð rëng kh¡c. �°c bi»t,
luªn v«n công �ành h÷îng c¡ch gi£i v  c¡ch vªn döng c¡c �ành lþ �¢ bi¸t
�º t¼m tái nhúng líi gi£i hay, �ëc �¡o �°c thò cho tøng d¤ng to¡n cö
thº, tø �â h¼nh th nh þ thùc s¡ng t¤o nhúng b i to¡n mîi. Ngo i ra, �¥y
công l  nhúng k¸t qu£ m  b£n th¥n t¡c gi£ s³ ti¸p töc ho n thi»n trong
qu¡ tr¼nh nghi¶n cùu v  gi£ng d¤y to¡n ti¸p theo ð tr÷íng phê thæng.

Luªn v«n ngo i möc löc, líi nâi �¦u, k¸t luªn v  t i li»u tham kh£o
gçm bèn ch÷ìng.

Ch÷ìng 1. �ành lþ Rolle v  mët sè mð rëng.
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Nëi dung ch÷ìng n y nh¬m tr¼nh b y mët c¡ch cì b£n nh§t c¡c �ành
lþ v· gi¡ trà trung b¼nh còng mët sè h» qu£ quan trång. �¥y l  ph¦n lþ
thuy¸t cì sð �º vªn döng cho c¡c b i to¡n ùng döng ð nhúng ch÷ìng
sau.

Ch÷ìng 2. Kh£o s¡t t½nh ch§t cì b£n cõa h m sè.
Ch÷ìng n y tr¼nh b y mët sè ùng döng trüc ti¸p cõa �ành lþ Rolle v 

�ành lþ Lagrange trong vi»c kh£o s¡t hai t½nh ch§t r§t cì b£n v  quan
trång cõa h m sè trong ch÷ìng tr¼nh to¡n THPT, �â l  t½nh �çng bi¸n,
nghàch bi¸n v  t½nh ch§t lçi, lãm cõa h m sè kh£ vi bªc hai.

Ch÷ìng 3. Mët sè ùng döng �ành lþ Rolle trong �¤i sè.
�¥y l  nëi dung trång t¥m cõa luªn v«n. Chóng tæi n¶u ùng döng

cõa �ành lþ Rolle v  c¡c �ành lþ mð rëng trong c¡c b i to¡n gi£i ph÷ìng
tr¼nh, bi»n luªn sè nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh, chùng minh b§t �¯ng thùc,
sü ph¥n bè nghi»m cõa �a thùc v  �¤o h m. C¡c b i tªp minh håa �÷ñc
lüa chån tø �· thi cõa c¡c k¼ thi håc sinh giäi Quèc gia, c¡c k¼ thi
Olympic khu vüc v  Quèc t¸, mët sè b i tªp do t¡c gi£ tü s¡ng t¡c. �èi
vîi méi d¤ng b i tªp �·u n¶u ph÷ìng ph¡p gi£i cö thº, câ �÷a ra nhúng
b i to¡n vîi líi gi£i �ëc �¡o �¦y t½nh s¡ng t¤o v  b§t ngí.

Ch÷ìng 4. B i tªp bê sung.
Ch÷ìng n y giîi thi»u mët sè b i to¡n ti¶u biºu �¢ �÷ñc s­p x¸p v 

lüa chån kÿ l÷ïng. Méi b i �·u câ h÷îng d¨n c¡ch gi£i nh¬m vªn döng
nhúng ki¸n thùc thu �÷ñc tø ba ch÷ìng tr÷îc �º n¥ng cao kÿ n«ng lªp
luªn v  kÿ n«ng t½nh to¡n cö thº.

Luªn v«n �÷ñc ho n th nh d÷îi sü h÷îng d¨n khoa håc cõa Nh  gi¡o
nh¥n d¥n, GS-TSKH Nguy¹n V«n Mªu, t¡c gi£ xin �÷ñc tä láng bi¸t ìn
ch¥n th nh v  s¥u s­c tîi GS - Ng÷íi Th¦y r§t nghi¶m kh­c v  tªn t¥m
trong cæng vi»c, �¢ truy·n thö nhi·u ki¸n thùc quþ b¡u công nh÷ kinh
nghi»m nghi¶n cùu khoa håc cho t¡c gi£ trong suèt qu¡ tr¼nh håc tªp v 
nghi¶n cùu �· t i.

T¡c gi£ xin �÷ñc b y tä láng bi¸t ìn ch¥n th nh �¸n Ban gi¡m hi»u,
Pháng � o t¤o sau �¤i håc, Khoa To¡n-Tin cõa tr÷íng �¤i håc Khoa
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håc - �¤i håc Th¡i Nguy¶n, còng quþ th¦y cæ gi¡o �¢ tham gia gi£ng
d¤y v  h÷îng d¨n khoa håc cho lîp Cao håc To¡n K2.

T¡c gi£ xin ch¥n th nh c£m ìn UBND T¿nh, Sð Gi¡o döc v  � o
t¤o T¿nh Cao B¬ng, Ban gi¡m hi»u v  tªp thº c¡n bë gi¡o vi¶n Tr÷íng
THPT D¥n tëc Nëi tró T¿nh Cao B¬ng �¢ t¤o �i·u ki»n cho t¡c gi£ câ
cì hëi �÷ñc håc tªp v  nghi¶n cùu.

T¡c gi£ công xin �÷ñc c£m ìn sü quan t¥m, gióp �ï nhi»t t¼nh cõa
c¡c b¤n håc vi¶n Cao håc To¡n K1, K2, K3 tr÷íng �HKH - �HTN �èi
vîi t¡c gi£ trong suèt qu¡ tr¼nh håc tªp v  nghi¶n cùu khoa håc.

�º ho n th nh luªn v«n n y, t¡c gi£ �¢ tªp trung håc tªp v  nghi¶n
cùu khoa håc mët c¡ch nghi¶m tóc trong suèt khâa håc, công nh÷ r§t
c©n thªn trong kh¥u ch¸ b£n LaTex. Tuy nhi¶n do cán h¤n ch¸ v· thíi
gian, kh£ n«ng v  ho n c£nh gia �¼nh n¶n trong qu¡ tr¼nh thüc hi»n
khæng tr¡nh khäi nhúng thi¸u sât, t¡c gi£ r§t mong nhªn �÷ñc sü ch¿
b£o cõa quþ th¦y cæ v  nhúng gâp þ cõa b¤n �åc �º luªn v«n �÷ñc ho n
thi»n hìn.

Th¡i Nguy¶n, th¡ng 09 n«m 2010.
Ng÷íi thüc hi»n

Nguy¹n Thà D÷ìng Ki·u
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Ch÷ìng 1

�ành lþ Rolle v  mët sè mð rëng

Trong ch÷ìng n y chóng tæi giîi thi»u nëi dung �ành lþ Rolle v  mët
sè mð rëng cõa �ành lþ Rolle (xem [3]-[4]-[8]-[10]-[11]). Mët sè h» qu£
quan trång công �÷ñc tr¼nh b y ð �¥y �º thuªn lñi cho vi»c vªn döng
gi£i c¡c b i to¡n �÷ñc tr¼nh b y trong hai ch÷ìng ti¸p theo.

1.1 �ành lþ Rolle

Cì sð cõa �ành lþ Rolle düa v o hai �ành lþ cì b£n nh§t cõa Weier-
strass �èi vîi h m li¶n töc kh¯ng �ành r¬ng khi f li¶n töc tr¶n �o¤n
[a, b] th¼ nâ ph£i �¤t gi¡ trà lîn nh§t v  gi¡ trà nhä nh§t tr¶n �o¤n �â
v  �ành lþ Fermat v· �iºm cüc trà cõa h m kh£ vi kh¯ng �ành r¬ng n¸u
h m kh£ vi g(x) trong (a, b) �¤t cüc trà (cüc �¤i ho°c cüc tiºu) t¤i mët
�iºm trong kho£ng �â th¼ �¤o h m t¤i �iºm �â b¬ng 0.

�ành lþ 1.1 (�ành lþ Rolle). Gi£ sû f l  h m li¶n töc tr¶n �o¤n [a; b]

v  câ �¤o h m t¤i måi x ∈ (a; b). N¸u f(a) = f(b) th¼ tçn t¤i ½t nh§t

mët �iºm c ∈ (a; b) sao cho f ′(c) = 0.

Chùng minh. V¼ f li¶n töc tr¶n �o¤n [a; b] n¶n theo �ành lþ Weierstrass
h m f ph£i �¤t gi¡ trà cüc �¤i v  gi¡ trà cüc tiºu tr¶n �o¤n [a; b], tùc l 
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tçn t¤i c¡c �iºm x1, x2 ∈ (a; b) sao cho

f(x1) = min
[a;b]

f(x) = m, f(x2) = max
[a;b]

f(x) = M.

Câ hai kh£ n«ng:
a) m = M. Khi §y f(x) = const tr¶n �o¤n [a; b], do �â f ′(x) = 0 vîi

måi x ∈ (a; b) v  c l  �iºm b§t k¼ tr¶n kho£ng �â.
b) m < M . Khi �â v¼ �i·u ki»n f(a) = f(b) n¶n ½t nh§t mët trong

hai �iºm x1, x2 s³ khæng tròng vîi c¡c �¦u mót cõa �o¤n [a; b]. Gi£ sû
x1 ∈ (a; b), theo �ành lþ Fermat th¼ �¤o h m b¬ng 0 t¤i �iºm n y.

�ành lþ �¢ �÷ñc chùng minh xong.

Nhªn x²t 1.1.

1) �ành lþ Rolle nâi chung s³ khæng cán �óng n¸u trong kho£ng
(a; b) câ �iºm c m  t¤i �â f ′(c) khæng tçn t¤i. Ch¯ng h¤n, x²t h m
f(x) = 2− 3

√
x2, x ∈ [−1; 1]. D¹ th§y f(x) thäa m¢n c¡c �i·u ki»n: f(x)

li¶n töc tr¶n (−1; 1) v  f(−1) = f(1). Ta x²t �¤o h m f ′(x) = − 2

3 3
√
x
,

rã r ng t¤i x0 = 0 ∈ (−1; 1) �¤o h m khæng tçn t¤i, n¶n h m sè khæng
tho£ m¢n �õ c¡c �i·u ki»n cõa �ành lþ Rolle.

2) �i·u ki»n li¶n töc tr¶n �o¤n [a; b] �èi vîi h m f(x) công khæng
thº thay bði �i·u ki»n f(x) li¶n töc trong kho£ng (a; b). Ch¯ng h¤n, x²t
h m

f(x) =

1, n¸u x = 0,

x, n¸u 0 < x ≤ 1.

Ð �¥y x = 0 l  �iºm gi¡n �o¤n. Khi �â, rã r ng khæng tçn t¤i x0 ∈ (0, 1)

�º f ′(x0) = 0.

3) Þ ngh¾a h¼nh håc: N¸u c¡c �i·u ki»n cõa �ành lþ Rolle �÷ñc tho£
m¢n th¼ tr¶n �ç thà cõa h m sè y = f(x),∀x ∈ [a; b] tçn t¤i �iºm
M(c; f(c)), c ∈ (a; b) m  ti¸p tuy¸n t¤i �â song song vîi tröc ho nh Ox.

H» qu£ 1.1. N¸u h m sè f(x) câ �¤o h m tr¶n kho£ng (a; b) v  ph÷ìng
tr¼nh f(x) = 0 câ n nghi»m ph¥n bi»t thuëc kho£ng (a; b) th¼ ph÷ìng
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tr¼nh f ′(x) = 0 câ ½t nh§t n − 1 nghi»m ph¥n bi»t thuëc kho£ng (a; b).

(Ph÷ìng tr¼nh f (k)(x) = 0 câ ½t nh§t n − k nghi»m ph¥n bi»t thuëc
kho£ng (a; b), vîi k = 1, 2, . . . , n).

Chùng minh. Gi£ sû ph÷ìng tr¼nh f(x) = 0 câ n nghi»m ph¥n bi»t
thuëc kho£ng (a; b) �¢ �÷ñc s­p thù tü x1 < x2 < · · · < xn. Khi �â
¡p döng �àng lþ Rolle cho n − 1 �o¤n [x1;x2], [x2;x3], . . . , [xn−1;xn] th¼
ph÷ìng tr¼nh f ′(x) = 0 câ ½t nh§t n − 1 nghi»m thuëc n − 1 kho£ng
(x1;x2), (x2;x3), . . . , (xn−1;xn). Gåi n − 1 nghi»m �â l  ξ1, ξ2, . . . , ξn−1
th¼ ta câ

f ′(ξ1) = f ′(ξ2) = · · · = f ′(ξn−1) = 0.

Ti¸p töc ¡p döng �ành lþ Rolle cho n−2 kho£ng (ξ1; ξ2), . . . , (ξn−2; ξn−1)

th¼ ph÷ìng tr¼nh f ′′(x) = 0 câ ½t nh§t n− 2 nghi»m tr¶n kho£ng (a; b).

Ti¸p töc lþ luªn tr¶n, sau k b÷îc ph÷ìng tr¼nh f (k)(x) = 0 câ ½t nh§t
n− k nghi»m ph¥n bi»t tr¶n kho£ng (a; b).

H» qu£ 1.2. Gi£ sû h m sè f(x) li¶n töc tr¶n �o¤n [a; b] v  câ �¤o h m
tr¶n kho£ng (a; b). Khi �â, n¸u ph÷ìng tr¼nh f ′(x) = 0 câ khæng qu¡
n− 1 nghi»m ph¥n bi»t tr¶n kho£ng (a; b) th¼ ph÷ìng tr¼nh f(x) = 0 câ
khæng qu¡ n nghi»m ph¥n bi»t tr¶n kho£ng �â.

Chùng minh. Gi£ sû ph÷ìng tr¼nh f(x) = 0 câ nhi·u hìn n nghi»m
ph¥n bi»t tr¶n kho£ng (a; b), ch¯ng h¤n l  n+ 1 nghi»m, th¸ th¼ theo h»
qu£ 1.1 ph÷ìng tr¼nh f ′(x) = 0 câ ½t nh§t n nghi»m thuëc kho£ng (a; b).
�i·u n y tr¡i vîi gi£ thi¸t. Vªy ph÷ìng tr¼nh f(x) = 0 câ khæng qu¡ n
nghi»m tr¶n kho£ng (a; b).

Ti¸p theo, ta x²t mët mð rëng cõa �ành lþ Rolle.

H» qu£ 1.3. Cho h m sè f(x) tho£ m¢n �çng thíi c¡c t½nh ch§t sau
�¥y:

i) f(x) x¡c �ành v  câ �¤o h m c§p n (n ≥ 1) li¶n töc tr¶n �o¤n
[a; b].

ii) f(x) câ �¤o h m c§p n+ 1 trong kho£ng (a; b).
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iii) f(a) = f ′(a) = · · · = f (n)(a) = 0, f(b) = 0.

Khi �â tçn t¤i d¢y �iºm b1, b2, . . . , bn+1 ph¥n bi»t thuëc kho£ng (a; b)sao
cho

f (k)(bk) = 0, k = 1, 2, . . . , n+ 1.

Chùng minh. Tø gi£ thi¸t f(a) = f(b) = 0, theo �ành lþ Rolle tçn
t¤i b1 ∈ (a; b) sao cho f ′(b1) = 0, k¸t hñp vîi �i·u ki»n f ′(a) = 0, suy
ra tçn t¤i b2 ∈ (a; b1) ⊂ (a; b) sao cho f ′′(b2) = 0. L¤i k¸t hñp vîi �i·u
ki»n f ′′(a) = 0 v  ti¸p töc ¡p döng �ành lþ Rolle ta câ f ′′′(b3) = 0 vîi
b3 ∈ (a; b2) ⊂ (a; b).

Ti¸p töc nh÷ vªy, �¸n b÷îc thù n, tçn t¤i bn ∈ (a; bn−1) ⊂ (a; b)

sao cho f (n)(bn) = 0, k¸t hñp vîi �i·u ki»n f (n)(a) = 0, suy ra tçn t¤i
bn+1 ∈ (a; bn) ⊂ (a; b) sao cho f (n+1)(bn+1) = 0.

Nh÷ vªy tçn t¤i d¢y �iºm ph¥n bi»t b1, b2, . . . , bn+1 trong kho£ng (a; b)

sao cho
f (k)(bk) = 0, k = 1, 2, . . . , n+ 1.

Ch½nh nhí nhúng h» qu£ n y m  �ành lþ Rolle trð th nh mët cæng
cö r§t m¤nh �º gi£i to¡n, �°c bi»t l  �èi vîi d¤ng to¡n v· gi£i ph÷ìng
tr¼nh v  kiºm chùng sè nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh trong mët kho£ng n o
�â. C¡c ùng döng n y s³ �÷ñc tr¼nh b y chi ti¸t trong c¡c ch÷ìng sau.

1.2 �ành lþ Lagrange v  �ành lþ Cauchy

Ti¸p theo ta x²t mët sè �ành lþ li¶n quan mªt thi¸t vîi �ành lþ Rolle.

�ành lþ 1.2 (�ành lþ Lagrange). Gi£ sû f l  h m li¶n töc tr¶n �o¤n

[a; b] v  câ �¤o h m t¤i måi �iºm trong kho£ng (a; b). Khi �â tçn t¤i ½t

nh§t mët �iºm c ∈ (a; b) sao cho

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a). (1.1)

Chùng minh. Ta x²t h m phö

F (x) = f(x)− λx, (1.2)
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