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Lêi c¶m ¬n

Tr−íc hÕt, t«i xin göi lêi biÕt ¬n ch©n thµnh vµ s©u s¾c nhÊt ®Õn PGS.TS

Lª ThÞ Thanh Nhµn. MÆc dï rÊt bËn rén trong c«ng viÖc nh−ng C« vÉn

dµnh rÊt nhiÒu thêi gian vµ t©m huyÕt trong viÖc h−íng dÉn. Cã lÏ t«i sÏ

kh«ng bao giê hoµn thµnh ®−îc b¶n luËn v¨n nµy nÕu C« kh«ng tËn t×nh

chØ d¹y vµ lu«n t¹o cho t«i nh÷ng ®iÒu kiÖn tèt nhÊt. Cho ®Õn h«m nay,

luËn v¨n th¹c sÜ cña t«i ®· ®−îc hoµn thµnh, xin c¶m ¬n C« ®· ®«n ®èc

nh¾c nhë vµ ®Æc biÖt gióp ®ì t«i hÕt m×nh.

T«i xin tr©n träng c¶m ¬n Ban Gi¸m hiÖu, Khoa To¸n - Tin vµ Phßng

§µo t¹o cña tr−êng §¹i häc Khoa häc - §¹i häc Th¸i Nguyªn. T«i xin tr©n

träng c¶m ¬n c¸c ThÇy, C« ®· tËn t×nh truyÒn ®¹t nh÷ng kiÕn thøc quý b¸u

còng nh− t¹o mäi ®iÒu kiÖn thuËn lîi nhÊt ®Ó t«i hoµn thµnh luËn v¨n nµy.

Cuèi cïng, t«i xin ch©n thµnh bµy tá lßng biÕt ¬n ®Õn gia ®×nh, b¹n bÌ,

nh÷ng ng−êi ®· kh«ng ngõng ®éng viªn, hç trî vµ t¹o mäi ®iÒu kiÖn tèt

nhÊt cho t«i trong suèt thêi gian häc tËp vµ thùc hiÖn luËn v¨n.
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Lêi nãi ®Çu

LuËn v¨n nµy tr×nh bµy lêi gi¶i mét sè d¹ng to¸n thi häc sinh giái liªn

quan ®Õn tÝnh chia hÕt vµ ®ång d− thøc trong vµnh sè nguyªn. LuËn v¨n

®−îc viÕt chñ yÕu dùa theo cuèn s¸ch “Number theory for mathematical

contests” n¨m 2007 cña D. A. Santos. LuËn v¨n còng tham kh¶o mét sè

kiÕn thøc c¬ së trong cuèn s¸ch “An introduction to the theory of numbers”

cña Niven-Zuckerman (John Wiley & Sons, Fourth Edition, 2000) vµ cuèn

s¸ch “Elements of number theory” cña J. Stillwell (Springer, 2003).

LuËn v¨n nµy ®−îc viÕt theo c¸ch chän läc nh÷ng bµi to¸n hay vÒ tÝnh

chia hÕt vµ ®ång d− thøc tõ 3 tµi liÖu tiÕng Anh ®· nãi ë trªn, mµ kh«ng

sao chÐp tõ bÊt cø tµi liÖu tiÕng ViÖt cã s½n nµo. V× thÕ, néi dung cña luËn

v¨n hoµn toµn kh«ng trïng lÆp víi bÊt k× mét luËn v¨n th¹c sÜ ®· b¶o vÖ

tr−íc ®ã vÒ lÝ thuyÕt sè. Thùc tÕ, mét sè lêi gi¶i bµi to¸n khã ®−îc c¸c

t¸c gi¶ cña c¸c cuèn s¸ch trªn viÕt kh¸ c« ®äng, chóng t«i ®· ph¶i cè g¾ng

diÔn gi¶i t−êng minh vµ chi tiÕt lêi gi¶i trong luËn v¨n nµy. NhiÒu bµi to¸n

chØ ®−îc ph¸t biÓu trong c¸c cuèn s¸ch ®ã (mµ kh«ng cã lêi gi¶i), chóng

t«i còng ®· rÊt cè g¾ng tù gi¶i chóng. NhiÒu bµi to¸n n»m r¶i r¸c trong

c¸c cuèn s¸ch trªn ®−îc chóng t«i bè côc l¹i theo mét chñ ®Ò nhÊt ®Þnh ®Ó

ng−êi ®äc dÔ theo dâi.

LuËn v¨n gåm hai ch−¬ng. Trong Ch−¬ng 1, chóng t«i tr×nh bµy lêi gi¶i

mét sè d¹ng to¸n thi häc sinh giái liªn quan ®Õn tÝnh chia hÕt trong vµnh

sè nguyªn. Ch−¬ng nµy gåm 3 môc: TÝnh chia hÕt vµ thuËt to¸n chia; −íc

chung lín nhÊt vµ béi chung nhá nhÊt; sè nguyªn tè. Mçi môc ®Òu ®−îc

bè côc thµnh 3 phÇn nhá: Trong phÇn ®Çu cña mçi môc, chóng t«i tãm t¾t

nh÷ng kh¸i niÖm vµ kiÕn thøc c¬ së cÇn thiÕt (hÇu hÕt nh÷ng kiÕn thøc nµy

®· ®−îc häc trong häc phÇn LÝ thuyÕt sè ë bËc ®¹i häc); PhÇn tiÕp theo ®−a

ra mét sè bµi tËp ®Ó minh häa; PhÇn cuèi ë mçi môc lµ lêi gi¶i mét sè bµi
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to¸n khã, trong ®ã cã nh÷ng bµi to¸n thi häc sinh giái quèc tÕ.

Trong Ch−¬ng 2, chóng t«i ®Ò cËp ®Õn nh÷ng kiÕn thøc më réng vÒ ®ång

d− thøc còng nh− lêi gi¶i mét sè bµi to¸n khã vÒ ®ång d− thøc, ®Æc biÖt

lµ c¸c bµi to¸n thi häc sinh giái quèc tÕ. Ch−¬ng nµy gåm 3 môc: §ång

d− thøc; c¸c hÖ sè nhÞ thøc; cÊp cña phÇn tö vµ c¸c c¨n nguyªn thñy. Mçi

môc còng ®−îc bè côc thµnh 3 phÇn nhá: KiÕn thøc chuÈn bÞ, lêi gi¶i mét

sè bµi tËp minh häa, lêi gi¶i mét sè bµi to¸n khã.



Ch−¬ng 1

Mét sè d¹ng to¸n vÒ tÝnh chia hÕt trong
vµnh sè nguyªn

Trong ch−¬ng nµy, chóng t«i tr×nh bµy lêi gi¶i mét sè d¹ng to¸n thi häc

sinh giái liªn quan ®Õn tÝnh chia hÕt trong vµnh sè nguyªn. Ch−¬ng nµy

gåm 3 môc: TÝnh chia hÕt vµ thuËt to¸n chia; −íc chung lín nhÊt vµ béi

chung nhá nhÊt; sè nguyªn tè.

1.1 TÝnh chia hÕt vµ thuËt to¸n chia

• KiÕn thøc c¬ së

Tr−íc hÕt, chóng ta tãm t¾t nh÷ng kiÕn thøc c¬ së cÇn thiÕt liªn quan

®Õn tÝnh chia hÕt vµ thuËt to¸n chia víi d−.

1.1.1 §Þnh nghÜa. Cho a, b ∈ Z. Ta nãi a chia hÕt b (hay a lµ mét −íc cña

b) nÕu tån t¹i mét sè nguyªn c sao cho b = ac. NÕu a lµ mét −íc cña b th×

ta viÕt a | b. Mét sè tù nhiªn p ®−îc gäi lµ sè nguyªn tè nÕu p > 1 vµ p cã

®óng 2 −íc lµ 1 vµ p.

Chó ý r»ng nÕu a, b > 0 vµ a | b th× a 6 b. Thªm n÷a, nÕu a | bi víi

i = 1, . . . , n th× a |
∑n

i=1 cibi víi mäi c1, . . . , cn ∈ Z.

1.1.2 §Þnh lý. C¸c phat biÓu sau lµ ®óng:

5
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(i) ThuËt to¸n chia víi d−: Víi a, b ∈ Z, trong ®ã a lµ sè nguyªn d−¬ng,

tån t¹i duy nhÊt mét cÆp sè nguyªn q, r sao cho b = aq + r vµ 0 6 r < a.

(ii) §Þnh lÝ c¬ b¶n cña sè häc: Mçi sè tù nhiªn lín h¬n 1 ®Òu ph©n tÝch

®−îc d−íi d¹ng pe1

1 pe2

2 . . . pek

k víi p1, . . . , pk lµ c¸c sè nguyªn tè ph©n biÖt

vµ e1, . . . , ek lµ c¸c sè nguyªn d−¬ng, vµ sù ph©n tÝch nµy lµ duy nhÊt nÕu

kh«ng kÓ ®Õn thø tù cña c¸c nh©n tö.

• Bµi tËp minh häa

B©y giê chóng ta vËn dông c¸c kiÕn thøc chuÈn bÞ ë trªn ®Ó gi¶i mét sè

bµi tËp. Lêi gi¶i cña 3 bµi tËp ®Çu tiªn chØ cÇn dïng nh÷ng tÝnh chÊt chia

hÕt ®¬n gi¶n.

1.1.3 Bµi tËp. Cho x, y lµ hai sè nguyªn. Chøng minh r»ng 2x + 3y chia

hÕt cho 17 khi vµ chØ khi 9x + 5y còng chia hÕt cho 17.

Chøng minh. Gi¶ sö 2x + 3y chia hÕt cho 17. Khi ®ã 13(2x + 3y) chia hÕt

cho 17. Do ®ã 17x + 34y + 9x + 5y chia hÕt cho 17. Suy ra 9x + 5y chia

hÕt cho 17. Ng−îc l¹i, gi¶ sö 9x+5y chia hÕt cho 17. Khi ®ã 4(9x++5y)

chia hÕt cho 17. Do ®ã 34x+17y+2x+3y chia hÕt cho 17. Suy ra 2x+3y

chia hÕt cho 17.

1.1.4 Bµi tËp. Chøng minh r»ng tån t¹i v« sè n ®Ó n2 +23 chia hÕt cho 24.

Chøng minh. Ta cã n2 + 23 = (n2 − 1) + 24 = (n− 1)(n + 1) + 24. Do ®ã

n2 + 23 chia hÕt cho 24 khi vµ chØ khi (n− 1)(n + 1) chia hÕt cho 24. DÔ

thÊy r»ng víi mäi k ∈ Z vµ n = 24k+1 hoÆc n = 24k−1 th× (n−1)(n+1)

chia hÕt cho 24. Do ®ã cã v« h¹n sè n ®Ó n2 + 23 chia hÕt cho 24.

1.1.5 Bµi tËp. T×m c¸c sè nguyªn d−¬ng d sao cho tån t¹i mét sè nguyªn

n ®Ó d lµ −íc chung cña n2 + 1 vµ (n + 1)2 + 1.

Lêi gi¶i. Gi¶ sö d lµ mét sè nguyªn d−¬ng sao cho tån t¹i mét sè nguyªn

n ®Ó d lµ −íc chung cña n2 + 1 vµ (n + 1)2 + 1. Khi ®ã d lµ −íc cña
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2n + 1 = (n + 1)2 + 1 − (n2 + 1). Suy ra d lµ −íc cña

4n − 3 = (2n + 1)2 − 4(n2 + 1).

Do ®ã d lµ −íc cña 5 = 2(2n + 1) − (4n − 3). V× thÕ d = 5 vµ d = 1.

Ng−îc l¹i, râ rµng d = 1 tháa m·n yªu cÇu v× 1 lµ −íc chung cña n2 + 1

vµ (n + 1)2 + 1 víi n tïy ý. d = 5 còng tháa m·n v× tån t¹i n = 2 ®Ó 5

lµ −íc chung cña 5 = n2 + 1 vµ 10 = (n + 1)2 + 1. VËy, c¸c sè cÇn t×m lµ

d = 1 vµ d = 5.

C¸c bµi tËp tiÕp theo cÇn ®Õn thuËt to¸n chia víi d−.

1.1.6 Bµi tËp. Chøng minh r»ng nÕu p > 3 lµ mét sè nguyªn tè th× p2 − 1

chia hÕt cho 24.

Chøng minh. . Theo thuËt to¸n chia víi d−, mçi sè nguyªn p cã mét trong

c¸c d¹ng p = 6k ± 1; p = 6k ± 2; p = 6k + 3. V× p lµ sè nguyªn tè vµ

p > 3 nªn p lÎ vµ p kh«ng chia hÕt cho 3. Do ®ã p cã d¹ng 6k ± 1. V× thÕ

p2 − 1 = (6k ± 1)2 − 1 = 36k2 ± 12k = 12k(3k ± 1). NÕu k ch½n th× 12k

lu«n chia hÕt cho 24, cßn nÕu k lÎ th× 12(3k ± 1) lu«n chia hÕt cho 24. Do

®ã p2 − 1 chia hÕt cho 24.

1.1.7 Bµi tËp. Chøng minh r»ng nÕu a2 + b2 chia hÕt cho 3 th× a chia hÕt

cho 3 hoÆc b chia hÕt cho 3.

Chøng minh. . Gi¶ sö a vµ b ®ång thêi kh«ng chia hÕt cho 3. Theo thuËt

to¸n chia víi d−, a, b ®Òu cã d¹ng 3k + 1 hoÆc 3k − 1. Do ®ã a2 vµ b2 ®Òu

cã d¹ng 3m + 1. ViÕt a2 = 3m + 1 vµ b2 = 3m′ + 1 víi m,m′ ∈ Z. Khi

®ã a2 + b2 = 3(m + n) + 2, tøc lµ a2 + b2 kh«ng chia hÕt cho 3. §iÒu nµy

lµ v« lÝ.

1.1.8 Bµi tËp. Chøng minh r»ng

(i) NÕu n lµ mét sè nguyªn lÎ th× sè d− cña phÐp chia n2 cho 8 lµ 1.

(ii) NÕu n > 2 lµ mét sè nguyªn d−¬ng vµ mét trong hai sè 2n−1, 2n +1

lµ sè nguyªn tè th× sè cßn l¹i lµ hîp sè.



8

Chøng minh. (i) ViÕt n = 2k+1. Khi ®ã n2 = 4k2+4k+1 = 4k(k+1)+1.

Chó ý r»ng k(k + 1) lµ sè ch½n, do ®ã 4k(k + 1) chia hÕt cho 8. V× thÕ n2

chia cho 8 lu«n d− 1.

(ii) Ta cã

2n = (3 − 1)n = 3n − 3n−1 + . . . + (−1)k × Ck
n × 3k + . . . + (−1)n,

trong ®ã Ck
n =

n!

(n − k)!k!
lµ sè tæ hîp chËp k cña n phÇn tö. V× thÕ 2n

chia cho 3 d− (−1)n. NÕu n ch½n th× 2n − 1 chia hÕt cho 3, vµ v× n > 2

nªn 2n − 1 > 6. Do ®ã 2n − 1 lµ hîp sè. NÕu n lµ mét sè lÎ th× 2n + 1 ≥ 9

vµ 2n + 1 lµ béi cña 3, do dã 2n + 1 lµ hîp sè.

1.1.9 Bµi tËp. H·y chØ ra r»ng trong c¸c sè nguyªn d−¬ng cã d¹ng

11, 111, 1111, 11111, . . . ,

kh«ng cã sè nµo lµ b×nh ph−¬ng cña mét sè nguyªn.

Chøng minh. Gi¶ sö p cã d¹ng trªn. Khi ®ã ta viÕt p = 111...11×102 +11.

Do 111...11 × 102 chia hÕt cho 4 nªn p chia 4 d− 3. Do ®ã p cã d¹ng

p = 4k + 3 víi k ∈ N. MÆt kh¸c, gi¶ sö n = t2 lµ b×nh ph−¬ng cña mét

sè nguyªn. Theo thuËt to¸n chia víi d−, t = 4m + r víi r ∈ {0, 1, 2, 3}.
Khi ®ã n = t2 = 4m2 + 8mr + r2, víi r2 ∈ {0, 1, 4, 9}. Do ®ã n cã d¹ng

n = 4k hoÆc n = 4k + 1. V× thÕ p = 4k + 3 kh«ng thÓ lµ b×nh ph−¬ng cña

mét sè nguyªn.

• Mét sè bµi to¸n khã

Chóng ta vËn dông c¸c kiÕn thøc vÒ tÝnh chia hÕt trong vµnh sè nguyªn

®Ó tr×nh bµy lêi gi¶i cho mét sè bµi to¸n khã, ®Æc biÖt lµ nh÷ng bµi to¸n thi

häc sinh giái quèc tÕ.

Lêi gi¶i bµi tËp sau ®©y cÇn ®Õn §Þnh lÝ c¬ b¶n cña sè häc.

1.1.10 Bµi tËp. Cho a, b lµ hai sè nguyªn d−¬ng sao cho a|b2, b2|a3, a3|b4,

b4|a5, . . .. Chøng minh r»ng a = b.


