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MG DAU

Ly thuyét déi dong diéu dia phuong dugc gisi thieu dau tien bdi A.
Grothendieck vao nhitng nam 1960, sau d6 dugc quan tam nghién citu bdi
rat nhiéu nha toan hoc trén thé giéi nhu R. Hartshorne, M. Brodmann, J.
Rotman, C. Huneke... Ly thuyét déi dong diéu dia phuong da c6 nhiing
ting dung to 16n trong nhiéu linh vyc ctia toan hoc. Ngay nay né trd
thanh cong cu khong thé thiéu trong Dai s6 giao hoan, Hinh hoc Giai
tich, Hinh hoc Dai s6 ... Trong nhiéu tng dung cia modun déi dong diéu
dia phuong, cac két qua ve linh héa ti clia cac modun nay 1a chia khoa
cho viéc ching minh (xem [1], [3], [§], ...).

Nam 2014 trong mot bai bédo dang trén tap chi Arch Math (xem
[1]) céc tac gia A. Atazadeh, M. Sedghi va R. Naghipour da trinh bay
mot két qua nghién citu vé linh héa tit cia modun déi dong dieu dia
phuong cap cao nhat véi gia bat ki trén mot vanh giao hoan Noether.
Két qua nay 1a md rong ctia két qua cia L.R. Lynch nam 2012 (xem
[12]). Muc dich chinh thit nhat ctia luan van 1a trinh bay lai két qua trén
mot cach chi tiét.

D6i véi cac modun doi dong diéu dia phuong cap bat ki, nam 2012
trong bai bao dang trén tap chi J. Algebra (xem [3]), céc tac gia K.
Bahmanpour, J. A’zami and G. Ghasemi da dua ra mot cong thitc tinh
can cla linh héa ti ctia modun ddi dong dieu dia phuong cap bat ki véi
gia ciic dai trén vanh day di. Muc dich chinh thi hai ctia luan van 14 mdé
rong két qua trén dong thoi nghien citu dudi gid thiét yéu hon ctia vanh.
Mot sé vi du dude dua ra dé ching té gid thiét ctia vanh trong dinh 1y
chinh 1a khong thé bé di duge. Nghién citu linh héa ti ciia modun doi
dong diéu dia phuong chuyén qua dia phuong héa va day du hoa la muc
dich chinh tiép theo cta luan vin. Ching toi da dat dudc mot s6 két



qua trong truong hop vanh dac biet. Cac két qua méi nay duge ching
toi trinh bay trong bai bao (xem [16]).

Luan van dugc bé cuc lam 2 chuong. Chuong 1, truée khi trinh
bay két qua chinh veé linh hoa tit clia modun do6i dong diéu dia phuong
cap cao nhat vé6i gia bat ky va trén mot vanh giao hoan, Noether theo
bai bao [I] ctia cac téac gid A. Atazadeh, M. Sedghi va R. Naghipour
ching t6i trinh bay mot s6 két qua vé modun déi dong diéu dia phuong,
chiéu do6i dong diéu. Muyc thi nhat va thit hai cia Chuong 2 1 cac kién
thiic chuan bi vé vanh catenary, catenary pho dung, vanh c6 cac thé
hinh thitc 1a Cohen-Macaulay, tap gia gia va tinh bao hoa nguyeén t6 clia
modun doéi dong diéu dia phuong. Muc thi ba va thi tu 1a két qua mdi
trinh bay vé linh héa tit cia modun doéi dong diéu dia phuong lien heé
v6i tap gid gia va linh hoa tit cia modun déi dong dieu dia phuong khi
chuyén qua dia phuong héa va day da hoéa.

Luan vian dugc hoan thanh dudi sy huéng dan tan tinh ctia TS.
Pham Hung Quy. To6i xin bay t6 long biét on sau sac téi thay.

Toi xin bay t6 long biét on sau sic tdi co gido cua toi PGS. TS.
Lé Thi Thanh Nhan. C6 di truyén cdm hiing tit nhitng bai hoc, nhitng
budi seminar chuyén mon, co ciing da dat ra nhiéu van dé nghién citu
cho luan van va luon gitp t6i tiép thu them nhiéu kién thitc bo ich.

Cudi ciing t6i xin cdm on ngusi than, ban be da c¢d vii va dong

vien toi dé t6i ¢6 the hoan thanh luan van ciing nhu khéa hoc ciia minh.



Chuong 1

Moédun déi déng diéu dia phuong
cap cao nhat

Trong chuwong nay ta luon quy uwéc R la mot vanh giao hoan c¢6

don vi, M 1a R-modun va a la mot idéan cua R.
1.1. Médun dbi dong diéu dia phuong

Muc dich ciia tiét nay 1a nhac lai khai niém modun déi dong dieu
dia phuong va mot s6 két qua vé tinh triet tiéu, tinh Artin ctia cic modun
nay. Cac thuat ngtt & day duge tham khéo trong cudn sach [7] ciia M.
Brodman va R.Y. Sharp.

Dinh nghia 1.1.1. Cho a la idéan ctia R va M, N la cac R-modun. Dat
Co(M) = U0 a). Vi (0 :7 a) € (0 :p a?) C ... 1a day tang céc

n>0
modun con cia M nén I'y(M) la médun con cia M. Cho f: M — N

1a mot dong cau gitta cadc R-modun. Lay x € T'y(M), khi d6 ton tai t € N
sao cho z € (0 :p7 a'), tic 1a a’z = 0. Vi vay 0 = f(a'z) = a'f(x). Suy
ra f(x) € To(N). Vay ta ¢6 dong cau f* : To(M) — T'o(N) cho bdi
f*(x) = f(x). Dat To(f) = f*. Khi d6 T'y(—) 1a mot ham tit hiep bién,
khép trai tit pham trit cic R-modun dén chinh né. T'y(—) duge goi 1a
ham ti a-zodn.

Modun dan xudt phai thit ¢ clia ham ti a-xoan I'y(—) tng véi M
dugce goi 1a modun dbi dong diéu thi i ctia M vé6i gia a, ki hieu 1a H (M),
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la giai noi xa ctia M, tac dong ham tt I'y(—) ta c6 d6i phiic
0 = Ta(Eo) D To(E)) D To(By) — ...

Khi d6 H:(M) = Kerd;/Imd} ; véi i > 0, mdodun nay khong phu thuoc

vao viéc chon giai noi xa cua M.

Sau day 1a mot s6 tinh chat co s6 clia modun déi dong dieu dia

phuong.

Meénh dé 1.1.2. Cdc phat biéu sau la ding.

(i) HO(M) = T, (M),

(ii)Néu M la noi za thy HL(M) = 0 vdi moii > 1.

(iii) HL(M) la modun a-vodn vdi moi i.

(iv) M la a-odn thy H.(M) = 0 vdi moi i > 0. Dic biét vdi moi
R-modun M, ta cé HI(HI(M)) =0 vdi moii >0 va vdi moi j > 1.

(v) Cho 0 — M' — M — M" — 0 la day khdp ngan cic R-modun.
Khi dé véi moi i € N, ton tai mot dong cau &; : H{(M") — HIY(M)
sao cho ta cé day khdp dai

0 — To(M') — To(M) — To(M") 2% H-(M)
— HYM) — H(M") 25 HA(M') — ..

Dong cau §; ¢ trén goi la dong cau noi thit i.

(vi) Cho r € R. Khi d6 néur € Anng M thi r € Anng H (M) vdi
moi 1.
Vi du 1.1.3. Cho R la mot vanh, a 14 mot idéan ctia R. V6i moi idéan
nguyeén t6 p cia R. Ta ¢6 Hi(Eg (R/p)) = 0 véi moi j > 1 va

Er(R/p), néuaCp,

HJ(Er(R/p)) = {0’ néua & p.



Dinh I sau dude goi 1a Dinh Ii chuyén phing.
Dinh 1y 1.1.4 ([7],4.3.2). Cho R, R’ la nhiing vanh Noether, anh za

f: R — R'la mot dong ciu phang, goi aR' la idéan md rong cia a
trong R'. Khi dé, vdi moi i € Ny ton tai duy nhat dang cau tw nhién

H(M)®pr R = H.p(M ®p R,
nhing R'-maodun.

Nhan xét 1.1.5. (i) Xét S 1a mot tap dong nhan trong R, do dong cau

tit nhien R — Rg & phing nén c6 dang cau Rg-modun
(Ho(M))s = Hyp,(Ms).

(n6i ngan gon la: doi dong dieu dia phuong giao hodn vdi dia phuong
héa). Diac biet, v6i p € Spec(R), ta c6 dang cau R,-modun

(Hy(M))p = Hep, (M,).

(i) Xét (R, m) la vanh Noether dia phuong, goi R va M 1an lugt 1a
day da theo topo m-adic cia R va M. Vi f : (R, m) —» (R, ) la hoan
toan phéng neén ta c6 ding cau nhitng R-modun

(Hy(M)) ®p R = Hi(M).
Hon nita, do f con la hoan toan phang nén con c6 H:(M) = 0 khi va
chi khi H&([\/i) = 0 va H{(M) la R-modun hitu han sinh khi va chi khi
Hé(]\?) la R—modun hitu han sinh.

Tinh Artin ctia modun déi dong diéu dia phuong duge thé hien

trong ménh dé sau.

Meénh dé 1.1.6 ([7], 7.1.3, 7.1.6). Cho (R,m) la vanh Noether dja
phuong, M la hitu han sinh chiéu d. Khi dé

(i) H. (M) la Artin véi moi s6 nguyén i > 0.

(ii) HI(M) la Artin vdi moi idéan a ciia R.
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Dé biét duge thong tin nhiéu hon vé modun déi dong dieu dia

phuong ta can biét khai niém tap idéan nguyén té gan két ctia modun
déi dong diéu dia phuong cap cao nhat. Trude hét ta nhac lai mot sb
khai niem va két qua vé biéu dién thi cap ctia modun.
Dinh nghia 1.1.7. (i) Mot R-modun N dugdc goi 1a thit cap néu N # 0
va v6i moi x € R, phép nhan béi z trén N 13 toan cau hodc liiy linh.
Trong truong hop nay, Rad(Anng N) 1a idéan nguyén td, chang han 1a
p, v ta goi N 1a p-thi cap.

(ii) Cho N 1a R-modun. Mot biéu dién thit cap cia N 1a mot phan
tich N = N; 4+ ...+ N, thanh tong httu han cac modun con p,-tht cap
N;. Néu N = 0 hoic N ¢6 mot biéu dién thit cip thi ta néi N 1a biéu
dién dugc. Bidu dién thi cap nay dude goi la t6i thiéu néu cac idean
nguyen t6 p; 14 doi mot khac nhau va khong c6 hang tit N; ndo 1a thia,
viimoi? =1,...,n.

Dé thay rang néu Ny, Ny 1a cAc modun con p-thit cap ctia N thi
N; + N, ciing 1a modun con p-thit cap ctia N. Vi thé moi biéu dién thi
cap ctia N déu c6 thé dua ducce vé dang t6i thiéu bang cach ghép chung
nhitng thanh phan thi cip ting v6i cing mot idéan nguyén td va bo di
nhiing thanh phan thira. Tap hop {p1,...,p.} 1a doc 1ap véi viec chon
biéu dién thit cap toi thiéu ctia N va dudc goi 1a tap cdc idéan nguyén to
gdan két ctia N, ki hieu 1a Atty N. Cac hang td@ N;,7 = 1,...,n, dudc goi
14 cdc thanh phan thit cip cia N. Néu p; 1a t6i thiéu trong tap Attz N
thi p; dudgc goi l1a idéan nguyén to gdn két co lap cia N va N; dude goi
1a thanh phan thit cap co lap cia N.

Vi du 1.1.8. (i) Cho R la mién nguyén. Khi dé truong cdc thuong cia
R la R-modun 0-thit cap.

(ii) Q va Q/7Z la cdc Z-modun O-thi cap.

(11) Cho p la mot s6 nguyén to, n la mot so ty nhién. Ta c6 7./p"7Z
la Z-modun pZ-thit cap.



Meénh dé 1.1.9. Cho R la vanh Noether, N la mot R-modun biéu dién
dugc. Khi dé cdc khdng dinh sau la ding.

(i) Tap cdc idéan nguyén té toi thiéu cia R chita Anng N chinh la
tap cdc phan ti toi thiéu cia Atty N.

(i) Attg N # 0 khi va chi khi N # 0.

Dinh 1y sau day cho ta mot 16p cac modun bicu dién dudc.

Pinh 1y 1.1.10. Moi modun Artin déu biéu dién dudgc.

Cho (R, m) la vanh Noether dia phuong, A 14 R-modun Artin. Khi
d6 A 6 cAu tric tu nhien nhu R-modun. Véi cau tric nay, mot modun
con cua A xét nhu R-modun khi va chi khi n6é 14 modun con ciia A xét
nhut R-modun. Do dé A 1a R-modun Artin va ta c6 méi lien he gitta cic
tap idéan nguyén t6 gan két nhu sau.

B6 dé 1.1.11 ( [7], 11.3.7). Cho (R, m) la vanh Noether dia phuong, A
la R-modun Artin. Khi do

Attp(A) ={pN R |p € Attz(A)}.
Két qua sau day, goi 1a tinh chat dich chuyén dia phuong yéu.

Pinh ly 1.1.12 ( [7], 11.3.2). Cho (R, m) la vanh Noether dia phuong.
Gia st M # 0 va p € Supppr(M) sao cho dim R/p = t. Gid st i > 0
la mot s6 nguyén va q la mot idéan nguyén to cia R sao cho q C p va

qR, € Attp, (Hip (M,)). Khi d6 q € Attp(HE(M)).

T Dinh 1y [1.1.12] ta ¢6 hé qua sau.

Hé qua 1.1.13. Cho (R,m) la vanh Noether dia phuong. Gid st M # 0
vap € Assg M vdidim R/p = t. Khi dé HL (M) # 0 vap € Attg HL (M).

Theo Ménh dé [1.1.6, modun déi dong dicu dia phuong cip cao
nhat véi gia cuc dai 1a Artin, do dé né c6 biéu dién thit cap. Tap idean

nguyeén to gan két ctia He (M) duge cho bdi cong thiic sau.
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