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MỞ ĐẦU 
 

Bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn là bài toán có miền ràng buộc là một hệ 

bất phương trình tuyến tính với các biến không âm. Nhiều bài toán quy hoạch tuyến tính 

trên thực tế thường bắt đầu ở dạng này, do vậy luận văn này trình bày phương pháp nón 

xoay giải trực tiếp bài toán quy hoạch tuyến tính với miền ràng buộc là hệ bất phương 

trình tuyến tính. Từ đó ta xây dựng thuật toán nón xoay tuyến tính giải bài toán quy 

hoạch tuyến tính dạng chuẩn với hàm mục tiêu có hệ số không âm và ứng dụng nó để tìm 

chiến lược hỗn hợp tối ưu trong trò chơi ma trận. Luận văn gồm 2 chương: 

Chương 1, tôi trình bày phương pháp nón xoay và thuật toán nón xoay tuyến tính 

giải bài toán quy hoạch tuyến tính với hàm mục tiêu có hệ số không âm với cơ sở xuất 

phát từ gốc tọa độ O( 0, 0, …, 0). Sau đó trình bày bài toán trò chơi ma trận và đưa việc 

tìm chiến lược hỗn hợp tối ưu của bài toán trò chơi ma trận về việc giải bài toán quy 

hoạch tuyến tính dạng chuẩn. 

Chương 2, luận văn đã ứng dụng thuật toán giải bài toán quy hoạch tuyến tính dạng 

chuẩn với hàm mục tiêu có hệ số không âm trình bày trong chương 1, ta đi xây dựng một 

phương pháp cụ thể giải trực tiếp bài toán tìm chiến lược tối ưu trong trường hợp đặc 

biệt với số chiến lược của người chơi thứ nhất là 2 (người chơi thứ hai có số chiến lược 

chơi là n bất kỳ) mà chúng ta vẫn thường giải nó bằng phương pháp đồ thị.  

Các thuật toán trình bày trong luận văn này được xây dựng chi tiết, các bước của 

thuật toán được trình bày sao cho chúng ta có thể dễ dàng lập trình chuyển sang các 

chương trình trên máy tính bằng các ngôn ngữ như Pascal, C, Java, ... 

Luận văn này hoàn thành dựa trên các  tài liệu [2], [4], [5], [6] và các tài liệu có trong 

phần tài liệu tham khảo.  

Thái Nguyên, tháng 05 năm 2015     

Tác giả 

           Phạm Đức Tuấn 
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Chƣơng 1 

THUẬT TOÁN NÓN XOAY VÀ BÀI TOÁN TRÒ CHƠI MA TRẬN 

Trong chương này, tôi trình bày một phương pháp giải bài toán quy hoạch tuyến tính 

với miền ràng buộc là hệ bất phương trình tuyến tính thuộc lược đồ xấp xỉ ngoài (vì nó 

xuất phát giải từ đỉnh của một nón đơn hình tuyến tính ngoài miền chấp nhận được) gọi là 

thuật toán nón xoay tuyến tính [4]. Từ đó trình bày một trường hợp riêng biến thể của nó 

giải bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn khi hàm mục tiêu có các hệ số không âm, 

đây là lớp bài toán thường hay gặp trong thực tế. Bài toán trò chơi ma trận trong trường 

hợp cần tìm chiến lược hỗn hợp tối ưu cũng đã dẫn đến bài toán quy hoạch tuyến tính 

dạng chuẩn, vì vậy trong chương này cũng sẽ trình bày khái niệm cơ bản về bài toán trò 

chơi ma trận và đưa bài toán này về bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn.  

1.1. Bài toán quy hoạch tuyến tính      

Xét bài toán quy hoạch tuyến tính với miền ràng buộc là hệ bất phương trình tuyến 

tính sau: 

1

( ) , . min
( )

: : , 0, 1,2,...,

n

i i

i

n i

L i

f x C x c x
L

x P x A x b i m

 

x n ,  A
i
 là véc tơ dòng và A

i n , m  n, A
i
 (ai1, ai2, ..., ain) ≠ O(0,…,0), C(c1, c2,…, cn),  

bi  1 ,  i=1, 2, ..., m. Hạng của hệ A
i
 (i=1, 2, …, m) bằng n, giả thiết này rất bình thường 

bởi miền ràng buộc PL của bài toán quy hoạch tuyến tính nói chung bao giờ cũng có ràng 

buộc về dấu của biến x. 

1.2. Khái niệm về nón đơn hình tuyến tính, cạnh và phƣơng của nón và Nón – min 

(nón cực tiểu) 

1.2.1. Khái niệm về nón đơn hình tuyến tính 

Xét tập M được xác định từ n ràng buộc tuyến tính nào đó của PL, cụ thể là: 

: : , 0,n i
iM x A x b i I                                                               (1.1) 
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trong đó 
1 2: , ,..., 1,2,...,nI i i i m , I n  (ở đây I  là số đo hay là số phần tử của tập 

I) và A
i
 với i  I là một hệ độc lập tuyến tính. Tập M gọi là nón đơn hình  tuyến tính của 

hệ ràng buộc PL với đỉnh x
M

 là nghiệm (được xác định) thoả mãn hệ sau: 

<A
i
, x>+ bi = 0,  i  I                                                                 (1.2) 

Hệ véc tơ A
i
 với  i  I được gọi là cơ sở của nón M, hay cũng gọi là cơ sở của đỉnh 

x
M

. Tập I gọi là tập chỉ số của cơ sở của nón M.  

1.2.2. Khái niệm về cạnh của nón đơn hình 

Với mỗi i  I,  tập hợp các điểm x  n  thỏa mãn hệ:  

        <A
r
, x>+ br = 0, r  I\{i}                                                       (1.3) 

gọi là đường thẳng i của nón M. 

Tập các điểm x thoả mãn hệ: 

, 0, \

, 0

r

r

i

i

A x b r I i

A x b
 

gọi là cạnh i của nón M.   

Với mỗi i (i  I), Véc tơ i

Mz  (i  I), xác định bởi hệ: 

, 0, ,   

, 1

r i

M

i i

M

A z r I r i

A z
                                                                        (1.4) 

gọi là véc tơ chỉ phương của cạnh i của nón M. 

Đỉnh x
M

 của nón M có thể xác định từ (1.2), trong trường hợp biết hệ véc tơ chỉ 

phương i

Mz  (i  I) thì chúng ta có thể sử dụng công thức sau: 

.M i

i M

i I

x b z                                                                                                (1.5) 

Định lý 1.1 [4] 

Nếu  x
M

 là đỉnh của nón đơn hình M được xác định từ (1.2), và hệ véc tơ chỉ phương 

i

Mz  (i  I) của cạnh i của nón M xác định từ (1.4) thì chúng ta có thể xác định đỉnh  x
M

  từ 

công thức sau: 
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.M i

i M

i I

x b z  

Từ định lý 1.1 ta suy ra trong trường hợp biết hệ véc tơ chỉ phương i

Mz  (i  I) thì 

chúng ta có thể xác định đỉnh  x
M

  từ công thức sau: 

.M i

i M

i I

x b z
 

Ta ký hiệu: 

: 1,2,..., : , 0M j M

jJ x j m A x b                                                      (1.6) 

Rõ ràng khi  J
+
(x

M
) =  thì  x

M
 chính là một điểm chấp nhận của bài toán (L). Chúng 

ta giả sử J
+
(x

M
)  . Với mỗi s  J

+
(x

M
), chúng ta ký hiệu như sau: 

1 2: : , : , ,...,s s i

M nI i I A z o I i i i                                                 (1.7)                       

0

1 2: , 0 : , ,...,s i

M nI i I A z I i i i                                                  (1.8) 

Ta thấy: I = I
0 sI . 

Với mỗi i  I
s
 thì đường thẳng  x=x

M
+á. i

Mz  sẽ giao với siêu phẳng 

<A
s
, x>+ bs=0 tại điểm  x

i
 = x

M
 + i.

i

Mz .                                                    (1.9)                

 trong đó 
,

,

s M

s

s i

M

i

A x b

A z
                                                                                (1.10) 

  Ta gọi 

sI := : 0s

ii I = : , 0s s i

Mi I A z = 1 2, ,...,s s sqi i i                        (1.11) 

và  : : 0s s
iI i I . 

Rõ ràng s sI I I . 

Định lý 1.2  ( )Ms J x  thì sI  

Chứng minh (xem [4])  

Định lý 1.3 [4] 

sI   thì tập phương án của bài toán (L) là rỗng. 
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Định lý này cho ta kết luận rằng, nếu bài toán (L) có ít nhất một điểm chấp nhận 

được thì sI  là một tập khác rỗng. 

1.2.3. Khái niệm nón xoay M(r,s) sinh ra từ nón M 

Giả sử M là một nón đơn hình tuyến tính của hệ ràng buộc PL xác định bởi (1.1) và 

J
+
(x

M
) ≠ , khi đó với mỗi ( )MS J x  và sr I , tập hợp các điểm x thoả mãn hệ bất đẳng 

thức: 

, 0, ,

, 0

i

i

s

s

A x b i I i r

A x b
                                                                     (1.12) 

xác định một nón đơn hình tuyến tính gọi là nón xoay M(r,s), đỉnh là: 

x
M(r,s)

 =x
 r
 =  x

M
 + r.

r

Mz                                                             (1.13) 

trong đó r xác định từ (1.10). 

Đỉnh x
r
 thoả mãn:  

, 0, , \i r

iA x b i I r s I s r . 

Tập chỉ số cơ sở mới I(r,s) nhận được từ tập chỉ số cơ sở cũ I bằng cách loại chỉ số r 

ra khỏi tập cơ sở cũ, đưa chỉ số s vào thay. Ta nói nón xoay M(r,s) sinh ra từ nón M. 

Bổ đề 1.1      

Hệ  A
i
  với ,i I r s  là một hệ độc lập tuyến tính.  

Chứng minh 

Thật vậy, nếu ngược lại hệ A
i
 với i I(r,s) là phụ thuộc tuyến tính thì dễ dàng suy ra 

tồn tại biểu diễn:  

    
\ \ \

, , 0s i s r i i i

i M i i M

i I r i I r i I r

A A A z A A z  

Điều này mâu thuẫn với <A
s
, r

Mz >  0 (vì r sI ). 

Bổ đề này cho ta thấy nón xoay M(r,s) vẫn là một nón đơn hình. 

Các véc tơ chỉ phương ( , )

i

M r sz , ,i I r s  của nón xoay mới M(r,s) được xác định từ 

(1.4) với tập chỉ số cơ sở mới I(r,s), hoặc xác định từ một trong các công thức đơn giản 
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dưới đây theo các x
i
, x

r
, i

Mz , r

Mz  (xác định từ (1.4), (1.9), (1.10)) với i, r thuộc I là tập chỉ 

số của cơ sở cũ:  

0

r

( , )

                                 

                   ,  

1
.           

,

i

M

i i sr
M r s M M

i

r

Ms r

M

z khi i I

z z z khi i I i r

z khi i s
A z

                            (1.14) 

Hay

 
0

r

( , )

                                     

,
           ,

,

1
.              

,

i

M

s i
i i sM
M r s M Ms r

M

r

Ms r

M

z khi i I

A z
z z z khi i I i r

A z

z khi i s
A z

                                     (1.15) 

Các công thức này gọi là các công thức đổi cơ sở, bổ đề dưới đây chứng minh các 

công thức trên. 

Bổ đề 1.2 [4] 

Giả sử M là nón xác định bởi M:={ : , 0, }n i

ix A x b i I  với các véc tơ chỉ 

phương i

Mz  của  các cạnh xác định theo (1.4), các giao điểm x
i
 xác định theo (1.9), (1.10). 

Khi đó nón xoay M(r,s) có đỉnh là ,M r s rx x  xác định từ (1.12) với cơ sở tương ứng là 

, { } \{ }I r s I s r  và các véc tơ chỉ phương của các cạnh tương ứng là ( , )

i

M r sz  được xác 

định bởi (1.15). 

1.2.4. Định nghĩa Nón cực tiểu (Nón – min) 

Nón đơn hình tuyến tính M với đỉnh là x
M

 được gọi là nón cực tiểu (nón – min) của 

hàm ,f x C x  của bài toán (L) nếu  ,Mf x f x x M . 

Ta nói M là một nón - min của bài toán (L) khi M là một nón – min của hàm mục 

tiêu  f của bài toán (L). 
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Giả sử M là một nón đơn hình xác định từ hệ (1.1) đỉnh là x
M

, với véc tơ chỉ phương 

của cạnh i là i

Mz  (i  I), xác định bởi  (1.4), ta có định lý sau. 

 

Định lý 1.4 

Nếu M M i

Mf x f x z  thì M là một nón - min của hàm f.  

Chứng minh (xem [4])  

Hệ quả 1.1 

M là một nón - min của hàm  f(x)=<C,x> khi và chỉ khi: 

<C, i

Mz > ≥ 0, i  I. 

Giả sử M là một nón - min của hàm mục tiêu  f(x)=<C,x> của bài toán (L). 

Gọi 

: : min{ }
s

s s v i

i I
V v I f x f x                                                                (1.16)                                  

Vậy : : min ,
s

s s v i

i I
V v I f x C x  

Thay x
v
 và x

i
 xác định từ công thức (1.9) vào trên ta có: 

: : , min ,x

: , . min{ , . }

: . , min{ . , }

, ,
: ( , ). min{ ( , ). }

, ,

si I

s M v M i

v M i Msi I

s v i

v M i Msi I

v i
s s M s MM M

s s v s isi I
M M

s s v iV v I C x C

v I C x z C x z

v I C z C z

C z C z
v I A x b A x bs

A z A z

       

, ,
: min{ }

, ,

v i
s M M

ss v s ii I
M M

C z C z
v I

A z A z
 

   Vậy: V
s
:=

, ,
: min{ }

, ,

v i
s M M

s v s is
i I

M M

C z C z
v I

A z A z
                                       (1.17) 

 

Định lý 1.5 


