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〈., .〉 tích vô hướng

‖x‖ chuẩn của phần tử x trong H

∅ tập rỗng

∀x mọi x

∃x tồn tại x

I ánh xạ đồng nhất

∩ phép giao

D(A) miền xác định của toán tử A

inf A cận dưới đúng của tập hợp A

supA cận trên đúng của tập hợp A

maxA số lớn nhất trong tập hợp A

N tập hợp các số tự nhiên

N∗ tập hợp các số tự nhiên khác 0

M số nút chia

R tập hợp các số thực

R+ tập các số thực không âm

E không gian Banach

H không gian Hilbert

PC(x) hình chiếu của x lên tập hợp C

x := y x được định nghĩa bằng y

lim sup
n→∞

xn giới hạn trên của dãy số {xn}

lim inf
n→∞

xn giới hạn dưới của dãy số {xn}

xn → x dãy {xn} hội tụ mạnh tới x
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xn ⇀ x dãy {xn} hội tụ yếu tới x

F (T ) tập điểm bất động của ánh xạ T

{T (t) : t ≥ 0} nửa nhóm không giãn

F tập điểm bất động chung của nửa nhóm không giãn
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MỞ ĐẦU

Lý thuyết điểm bất động trong các không gian mêtric đã thực sự lôi

cuốn sự quan tâm nghiên cứu của nhiều nhà toán học trong và ngoài nước

trong hàng chục năm qua. Điều đó không chỉ vì lý thuyết điểm bất động

đóng vai trò quan trọng trong toán học mà còn vì những ứng dụng của

nó trong lý thuyết bất đẳng thức biến phân, lý thuyết tối ưu, lý thuyết

xấp xỉ, các mô hình toán học và lý thuyết kinh tế. Nhiều nhà toán học

tên tuổi như Brower E., Banach S., Bauschke H. H., Moudafi A., Xu H.

K., Schauder J., Browder F. E., Ky Fan K., Kirk W. A., Phạm Kỳ Anh,

Nguyễn Bường, Lê Dũng Mưu, v.v . . . đã mở rộng các kết quả về bài toán

điểm bất động của ánh xạ co trong không gian hữu hạn chiều cho bài toán

điểm bất động của ánh xạ liên tục Lipschitz, ánh xạ giả co, ánh xạ không

giãn, v.v . . . trong không gian Hilbert, không gian Banach. Những kết

quả mở rộng này không chỉ đề cập đến sự tồn tại điểm bất động mà còn

đề cập đến vấn đề xấp xỉ điểm bất động của một ánh xạ. Gần đây những

nghiên cứu về bài toán tìm điểm bất động của lớp các ánh xạ không giãn

đã trở thành một trong những hướng nghiên cứu hết sức sôi động của giải

tích phi tuyến. Một số phương pháp xấp xỉ điểm bất động kinh điển phải

kể đến là phương pháp lặp Krasnosel’skii [20], phương pháp lặp Mann

[22], phương pháp lặp Halpern [16], phương pháp lặp Ishikawa [17], v.v

. . . . Một số nhà nghiên cứu trong nước cũng có những công trình thú vị

về tìm điểm bất động của ánh xạ không giãn và nửa nhóm không giãn

trong không gian Hilbert và không gian Banach (xem [3] - [5], [36] - [43],

v.v . . . ).

Cho C là một tập con lồi đóng khác rỗng của không gian Hilbert thực

H , T : C → C là một ánh xạ không giãn. Năm 2003, Nakajo K. và

Takahashi W. [27] đã đề xuất một cải biên của phương pháp lặp Mann

dựa trên phương pháp lai ghép trong qui hoạch toán học (được đề xuất
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lần đầu tiên vào năm 2000 bởi Solodov M. V., Svaiter B. F. [32]) ở dạng

x0 ∈ C là một phần tử bất kỳ,

yn = αnxn + (1− αn)T (xn),
Cn = {z ∈ C : ‖yn − z‖ ≤ ‖xn − z‖},
Qn = {z ∈ C : 〈xn − z, x0 − xn〉 ≥ 0},
xn+1 = PCn∩Qn

(x0), n ≥ 0.

(0.1)

Họ đã chứng minh được rằng nếu dãy {αn} ⊂ [0, a] với a ∈ [0, 1) thì

dãy {xn} xác định bởi (0.1) hội tụ mạnh về u0 = PF (T )(x0) khi n→∞,

trong đó u0 = PF (T )(x0) là hình chiếu của x0 trên tập điểm bất động

F (T ) của ánh xạ không giãn T .

Năm 2000 Moudafi A. [26] đề xuất phương pháp xấp xỉ gắn kết x0 ∈ C là một phần tử bất kì,

xn =
1

1 + λn
T (xn) +

λn
1 + λn

f(xn), n ≥ 0,
(0.2)

và  x0 ∈ C là một phần tử bất kì,

xn+1 =
1

1 + λn
T (xn) +

λn
1 + λn

f(xn), n ≥ 0,
(0.3)

tìm điểm bất động của ánh xạ không giãn T , trong đó f : C → C là một

ánh xạ co với hệ số co α̃ ∈ [0, 1) và {λn} là một dãy số dương. Ông đã

chứng minh rằng:

1) Nếu λn → 0 khi n→∞ thì dãy lặp (0.2) hội tụ mạnh về nghiệm duy

nhất của bất đẳng thức biến phân

x∗ ∈ F(T ) sao cho 〈(I − f)(x∗), x∗ − x〉 ≤ 0, ∀x ∈ F(T ). (0.4)

2) Nếu lim
n→∞

λn = 0,
∞∑
n=1

λn = +∞ và lim
n→∞

∣∣∣∣ 1

λn+1
− 1

λn

∣∣∣∣ = 0, thì dãy lặp

(0.3) hội tụ mạnh về nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân (0.4).
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Năm 2007, Alber Y. I. [2] đã đề xuất phương pháp dạng đường dốc lai

ghép

xn+1 = PC

(
xn − µn[xn − T (xn)]

)
, n ≥ 0, (0.5)

và chứng minh rằng nếu dãy {µn}, µn > 0, được chọn sao cho µn → 0

khi n→∞ và dãy {xn} bị chặn, thì mọi điểm tụ yếu của dãy {xn} đều
thuộc tập điểm bất động của T .

Mở rộng cho bài toán tìm điểm bất động chung của nửa nhóm ánh xạ

không giãn {T (t) : t ≥ 0}, năm 2003, Nakajo K. và Takahashi W. [27]

đã đề xuất phương pháp

x0 ∈ C là một phần tử bất kì,

yn = αnxn + (1− αn) 1
tn

∫ tn
0 T (s)xnds,

Cn = {z ∈ C : ‖yn − z‖ ≤ ‖xn − z‖},
Qn = {z ∈ C : 〈xn − x0, z − xn〉 ≥ 0},
xn+1 = PCn∩Qn

(x0), n ≥ 0,

(0.6)

trong đó {αn} ⊂ [0, a] với a ∈ [0, 1) và tn → +∞. Với một số điều kiện

thích hợp cho dãy {αn} và {tn}, dãy {xn} xác định bởi (0.6) hội tụ mạnh

tới u0 = PF(x0), ở đây F = ∩t>0F (T (t)) được giả thiết là khác rỗng.

Năm 2008, Takahashi W. và các cộng sự [35] đề xuất một dạng đơn

giản của (0.6) như sau
x0 ∈ H, C1 = C, x1 = PC1

(x0),

yn = αnxn + (1− αn)Tn(xn),
Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖yn − z‖ ≤ ‖xn − z‖},
xn+1 = PCn+1

(x0), n ≥ 0.

(0.7)

Họ đã chỉ ra trong [35] rằng nếu 0 ≤ αn ≤ a < 1, 0 < λn < ∞ với

mọi n ≥ 1 và λn →∞, thì dãy {xn} xác định bởi (0.7) hội tụ mạnh tới

u0 = PF(x0).

Cũng trong thời điểm đó, Saejung S. [29] đã xét quá trình lặp tương


