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Mð �¦u

Sü ph¡t triºn cõa sè håc, �°c bi»t trong nhúng n«m g¦n �¥y, chàu £nh
h÷ðng r§t lîn cõa sü t÷ìng tü giúa sè nguy¶n v  �a thùc. Giúa sè håc v 
�a thùc câ sü t÷ìng tü r§t lîn n¶n �º nghi¶n cùu c¡c t½nh ch§t n o �â cõa
sè nguy¶n ng÷íi ta thû ph¡t biºu t½nh ch§t n y tr¶n v nh �a thùc. Ch¯ng
h¤n �ành lþ Fermat cho �a thùc �÷ñc chùng minh r§t �ìn gi£n düa v o �ành
lþ Mason. Tø �ành lþ Mason cho �a thùc ta câ gi£ thuy¸t abc cho c¡c sè
nguy¶n, m  �ành lþ cuèi còng cõa Fermat ch¿ l  h» qu£ cõa gi£ thuy¸t n y.

Möc �½ch ch½nh cõa luªn v«n l  t¼m hiºu sü t÷ìng tü giúa sè nguy¶n v 
�a thùc tr¶n tr÷íng sè phùc. Cö thº ùng döng �ành lþ Mason trong nghi¶n
cùu �a thùc, t¼m tái nhúng t÷ìng tü sè håc cõa �ành lþ Mason v  c¡c h» qu£
cõa nâ. Ùng döng sü t÷ìng tü �â �· xu§t mët sè b i tªp v· �a thùc v  sè
håc t÷ìng ùng. �çng thíi t¼m hiºu sü mð rëng cõa �ành lþ Mason.

Nëi dung luªn v«n gçm 3 ch÷ìng:

Ch÷ìng 1: Tr¼nh b¦y �ành lþ Mason v  mët sè h» qu£ cõa �ành lþ Mason,
¡p döng �ành lþ Mason �· �· xu§t mët sè b i tªp v· �a thùc.

Ch÷ìng 2: Mët sè k¸t qu£ t÷ìng tü cõa sè håc cho �ành lþ Mason nh÷ gi£
thuy¸t abc, mët sè h» qu£ cõa gi£ thuy¸t abc, c¡c k¸t qu£ t÷ìng tü cõa sè
håc cho c¡c �ành lþ v  b i tªp ð ch÷ìng 1.

Ch÷ìng 3: Tr¼nh b¦y �ành lþ Mason mð rëng, ¡p döng �ành lþ Mason mð
rëng v o nghi¶n cùu �a thùc nhi·u bi¸n.

Luªn v«n n y �÷ñc ho n th nh d÷îi sü ch¿ b£o v  h÷îng d¨n tªn t¼nh cõa
GS.TS H  Huy Kho¡i. Th¦y �¢ d nh nhi·u thíi gian h÷îng d¨n v  gi£i �¡p
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c¡c thc mc cõa tæi trong suèt qu¡ tr¼nh l m luªn v«n. Tæi xin �÷ñc b y tä
láng bi¸t ìn s¥u sc �¸n Th¦y.

Tæi xin c£m ìn Sð Nëi vö, Sð Gi¡o döc v  � o t¤o Tuy¶n Quang, tr÷íng
THPT T¥n Tr o, Tê To¡n tr÷íng THPT T¥n Tr o �¢ gióp �ï t¤o �i·u ki»n
cho tæi ho n th nh khâa håc n y.

Tæi xin gûi tîi c¡c th¦y cæ khoa To¡n, pháng � o t¤o sau �¤i håc Tr÷íng
�¤i Håc Khoa Håc, �¤i Håc Th¡i Nguy¶n công nh÷ c¡c Th¦y cæ �¢ tham
gia gi£ng d¤y khâa cao håc 2008 - 2010, líi c£m ìn s¥u sc nh§t v· cæng lao
d¤y dé trong suèt qu¡ tr¼nh gi¡o döc, � o t¤o cõa Nh  tr÷íng.

Tæi xin c£m ìn gia �¼nh, b¤n b± v  nhúng ng÷íi �¢ quan t¥m, t¤o �i·u
ki»n, �ëng vi¶n, cê vô �º tæi câ thº ho n th nh nhi»m vö cõa m¼nh.

Th¡i Nguy¶n, ng y 19 th¡ng 9 n«m 2010

T¡c gi£

L¶ Thà Minh Nguy»t
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Ch÷ìng 1

�ành lþ Mason v  ùng döng cõa nâ

1.1. �ành lþ Mason

Tr÷îc h¸t ta th§y rã giúa tªp hñp c¡c sè nguy¶n v  tªp hñp c¡c �a thùc
câ nhúng t½nh ch§t r§t gièng nhau. Ta �º þ �¸n sü t÷ìng tü giúa ph¥n t½ch
ra thøa sè nguy¶n tè v  �a thùc b§t kh£ quy. N¸u gi£ thi¸t K l  tr÷íng �âng
�¤i sè th¼ méi �a thùc f(x) ∈ K[x] câ thº ph¥n t½ch d¤ng:

f(x) = pα1
1 p

α2
2 ...p

αn
n ,

trong �â pi(x) = (x− ai), ai ∈ K.
Nh÷ vªy câ thº nâi r¬ng, trong sü ph¥n t½ch b§t kh£ quy v  ph¥n t½ch ra thøa
sè nguy¶n tè, c¡c nghi»m cõa �a thùc t÷ìng ùng vîi c¡c thøa sè nguy¶n tè
cõa sè nguy¶n. Do �â sè c¡c nghi»m ph¥n bi»t cõa �a thùc câ vai trá t÷ìng
tü nh÷ sè c¡c ÷îc nguy¶n tè cõa sè nguy¶n.

V o n«m 1983, R.C.Mason �¢ cho mët k¸t qu£ �¡nh gi¡ quan h» giúa bªc
cõa c¡c �a thùc vîi sè c¡c nghi»m ph¥n bi»t cõa t½ch c¡c �a thùc �â.
1.1.1 �ành lþ Mason:

Gi£ sû P, Q, R l  c¡c �a thùc mët bi¸n vîi h» sè phùc, nguy¶n tè còng nhau

tøng c°p, thäa m¢n:

P +Q = R.

Khi �â n¸u ta k½ hi»u n0(f) l  sè nghi»m ph¥n bi»t cõa �a thùc f th¼ ta câ:

max{degP, degQ, degR} ≤ n0(P.Q.R)− 1.

1.2.2 Chùng minh �ành lþ: Tø gi£ thi¸t P +Q = R ta suy ra

P

R
+
Q

R
= 1.
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�º ti»n lñi trong t½nh to¡n ta �°t f =
P

R
v  g =

Q

R
. Khi �â, f + g = 1 n¶n

f
′
+ g

′
= 0 v  thay f ′ = −g′ ta �÷ñc

f
′

f

g
′

g

= −g
f
= −Q

P
.

Gi£ sû ta câ sü ph¥n t½ch c¡c h m húu t¿ theo c¡c nghi»m cõa �a thùc

P = m
∏

(z − ai)αi;Q = n
∏

(z − bt)βt;R = l
∏

(z − cj)γj .

Theo cæng thùc �¤o h m cõa t½ch ta �÷ñc

P
′

P
= m

∑ αi
z − ai

Q
′

Q
= n

∑ βt
z − bt

R
′

R
= l
∑ γj

z − cj
.

Ta l¤i câ
f
′

f
=
P
′

P
− R

′

R
,

T÷ìng tü cho
g
′

g
=
Q
′

Q
− R

′

R
.

Do �â

Q

P
= −

m
∑ αi

z − ai
− l
∑ γj

z − cj

n
∑ βt

z − bt
− l
∑ γj

z − cj

.

Ta k½ hi»u
D(z) =

∏
(z − ai)

∏
(z − bt)

∏
(z − cj).

Hiºn nhi¶n D(z) = n0(PQR) v 

D(z)

z − ai
= n0(PQR)− 1 =

D(z)

z − bt
=

D(z)

z − cj
. 1.1
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Nh¥n c£ tû sè v  m¨u sè cho D(t) ta �÷ñc

Q

P
= −

m
∑ αi

z − ai
− l
∑ γj

z − cj

n
∑ βt

z − bt
− l
∑ γj

z − cj

.
D(z)

D(z)
. 1.2

Theo (1.1) th¼ c£ tû v  m¨u ð (1.2) �·u câ d¤ng têng cõa c¡c �a thùc câ bªc

b¬ng n0(PQR)− 1. nh÷ vªy
Q

P
l  t¿ sè cõa hai �a thùc câ bªc nhä hìn ho°c

b¬ng n0(PQR)− 1.

V¼ P v  Q nguy¶n tè còng nhau v  tø (1.2) ta câ

Q.(D.
g
′

g
) = −P.(D.f

′

f
).

Do �â ta câ c£ P v  Q �·u câ bªc nhä hìn ho°c b¬ng n0(PQR)− 1.

Ta l¤i câ R = P +Q n¶n R công câ bªc khæng v÷ñt qu¡ n0(PQR)− 1.

Vªy
max{degP, degQ, degR} ≤ n0(PQR)− 1.

�i·u ph£i chùng minh.

1.2. Mët sè h» qu£ cõa �ành lþ Mason

Sû döng �ành lþ Mason, ta câ c¡ch chùng minh �ìn gi£n cõa �ành lþ
Fermat cho �a thùc.
1.2.1 �ành lþ cuèi còng cõa Fermat cho �a thùc:

Vîi ∀n ≥ 3 khæng tçn t¤i c¡c �a thùc P,Q,R kh¡c h¬ng sè, h» sè phùc,

nguy¶n tè còng nhau thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh:

P n +Qn = Rn.

Chùng minh:

Gi£ sû c¡c �a thùc P,Q,R thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh tr¶n: Rã r ng sè nghi»m
ph¥n bi»t cõa �a thùc P nQnRn khæng v÷ñt qu¡
degP + degQ+ degR. �p döng �ành lþ Mason ta câ:

max{degP n, degQn, degRn} ≤ n0(P
nQnRn)− 1.
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⇔ max{n.degP, n.degQ, n.degR} ≤ n0(P.Q.R)− 1

↔ max{n.degP, n.degQ, n.degR} ≤ degP + degQ+ degR− 1,

⇒ n.degP ≤ degP + degQ+ degR− 1

n.degQ ≤ degP + degQ+ degR− 1

n.degR ≤ degP + degQ+ degR− 1.

Cëng l¤i tøng v¸ ta �÷ñc:

n(degP + degQ+ degR) ≤ 3(degP + degQ+ degR)− 3.

(Væ lþ vîi n ≥ 3) ⇒ �i·u ph£i chùng minh.
1.2.2 H» qu£ cõa �ành lþ Mason

Khæng tçn t¤i �a thùc kh¡c h¬ng P, Q, R, nguy¶n tè còng nhau tøng �æi

mët thäa m¢n:

P 2008 +Q2009 = R2010.

Chùng minh:

�p döng �ành lþ tr¶n ta câ:

max{degP 2008, degQ2009, degR2010} ≤ n0(P
2008.Q2009.R2010)− 1

⇔ max{2008degP, 2009degQ, 2010degR} ≤ degP + degQ+ degR− 1

⇒ 2008degP ≤ degP + degQ+ degR− 1

2009degQ ≤ degP + degQ+ degR− 1

2010degR ≤ degP + degQ+ degR− 1

⇒ 2008degP + 2009degQ+ 2010degR ≤ 3(degP + degQ+ degR)− 3

⇔ 2005degP + 2006degQ+ 2007degR ≤ −3.

(Væ lþ)
⇒ �i·u ph£i chùng minh
1.2.3 �ành lþ Fermat mð rëng cho �a thùc
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Khæng tçn t¤i c¡c �a thùc P, Q, R, nguy¶n tè còng nhau tøng �æi mët tho£

m¢n:

Pm +Qn = Rk,

vîi
1

n
+

1

m
+

1

k
< 1.

Chùng minh: �p döng �ành lþ Mason ta câ :

max{degPm, degQn, degRk} ≤ n0(P
m.Qn.Rk)− 1,

⇔ max{mdegP, ndegQ, kdegR} ≤ degP + degQ+ degR− 1,

⇒ mdegP ≤ degP + degQ+ degR− 1,

⇐⇒ 1

m
≥ degP

degP + degQ+ degR− 1
.

T÷ìng tü :

1

n
≥ degQ

degP + degQ+ degR− 1
,

1

k
≥ degR

degP + degQ+ degR− 1
.

Cëng tøng v¸ cõa b§t �¯ng thùc tr¶n ta �÷ñc:
1

m
+

1

n
+

1

k
≥ degP + degQ+ degR

degP + degQ+ degR− 1
> 1.

�i·u n y m¥u thu¨n vîi gi£ thi¸t. Ta �÷ñc �i·u ph£i chùng minh.
1.2.4 �ành lþ Davenport:

Gi£ sû P, v  Q l  hai �a thùc kh¡c h¬ng v  P 2 6= Q3. Khi �â ta câ :

deg(P 2 −Q3) ≥ 1

2
deg(Q) + 1,

hay

deg(P 2 −Q3) ≥ 1

3
deg(P ) + 1.

Chùng minh:

�°t R = P 2 −Q3 ⇔ R +Q3 = P 2.

�p döng �ành lþ Mason :

max{degR, degQ3, degP 2} ≤ n0(P
2RQ3)− 1
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