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Mð �¦u

Trong gi£i t½ch lçi v  nhi·u l¾nh vüc kh¡c nh÷ gi£i t½ch h m, gi£i

t½ch phi tuy¸n, tèi ÷u hâa ..., c¡c �ành l½ t¡ch hai tªp lçi câ mët và tr½

r§t quan trång. Trong gi£i t½ch lçi, câ hai �ành l½ t¡ch ch½nh, (xem [1]).

Trong �ành l½ t¡ch thù nh§t ta sû döng �i·u ki»n mët trong hai tªp

lçi ph£i câ ph¦n trong kh¡c réng. C¥u häi �÷ñc �°t ra l : N¸u ph¦n

trong cõa c£ hai tªp lçi �·u b¬ng réng th¼ li»u câ thº t¡ch �÷ñc hai

tªp lçi khæng t÷ìng giao trong khæng gian væ h¤n chi·u hay khæng?

C¥u tr£ líi l  câ. Mîi �¥y, Cammaroto v  Di Bella [5] �¢ chùng minh

mët �ành l½ t¡ch mîi düa tr¶n kh¡i ni»m ph¦n trong tüa t÷ìng �èi �º

thay th¸ cho ph¦n trong. �i·u n y d¨n �¸n c¡c k¸t qu£ mîi v· �i·u

ki»n tèi ÷u v  �èi ng¨u. �¥y l  �· t i �÷ñc nhi·u t¡c gi£ quan t¥m

nghi¶n cùu. Ch½nh v¼ th¸ tæi chån �· t i: " �ành l½ t¡ch vîi �i·u ki»n

v· ph¦n trong tüa t÷ìng �èi v  ¡p döng cho �i·u ki»n tèi ÷u v  �èi

ng¨u".

Luªn v«n tr¼nh b y �ành l½ t¡ch vîi �i·u ki»n v· ph¦n trong tüa

t÷ìng �èi v  ¡p döng trong lþ thuy¸t c¡c �i·u ki»n tèi ÷u v  �èi ng¨u.

Luªn v«n bao gçm ph¦n mð �¦u, hai ch÷ìng, k¸t luªn v  danh möc

c¡c t i li»u tham kh£o.

Ch÷ìng 1. �ành l½ t¡ch vîi �i·u ki»n v· ph¦n trong tüa t÷ìng �èi v 

¡p döng cho lþ thuy¸t �èi ng¨u

Tr¼nh b y c¡c k¸t qu£ v· ph¦n trong tüa t÷ìng �èi cõa Borwein -

Lewis [2] v  c¡c k¸t qu£ cõa Cammaroto - Di Bella [5] v· �ành l½ t¡ch,

trong �â ph¦n trong �÷ñc thay th¸ b¬ng ph¦n trong tüa t÷ìng �èi v 

¡p döng cho �èi ng¨u cõa b i to¡n tèi ÷u câ r ng buëc trong tr÷íng

hñp lçi væ h¤n chi·u vîi mët �i·u ki»n ch½nh quy thay th¸ cho �i·u
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ki»n Slater thæng th÷íng.

Ch÷ìng 2. C¡c �i·u ki»n tèi ÷u cho b§t �¯ng thùc Ky Fan mð rëng

vîi c¡c r ng buëc nân

Tr¼nh b y c¡c k¸t qu£ cõa Cap«t« [6] v· c¡c �i·u ki»n c¦n v  �õ �º

mët �iºm l  nghi»m cõa b§t �¯ng thùc Ky Fan mð rëng vîi r ng buëc

nân v  affine b¬ng c¡ch sû döng �ành l½ t¡ch düa tr¶n ph¦n trong tüa

t÷ìng �èi. Ch÷ìng 2 công tr¼nh b y c¡c k¸t qu£ �÷ñc ¡p döng cho b i

to¡n tèi ÷u vectì vîi r ng buëc nân v  affine v  c¡c k¸t qu£ v· �èi

ng¨u cõa b i to¡n tèi ÷u vectì y¸u.

Luªn v«n n y �÷ñc ho n th nh t¤i tr÷íng �¤i håc Khoa håc, �¤i

håc Th¡i Nguy¶n d÷îi sü h÷îng d¨n tªn t¼nh cõa PGS. TS �é V«n

L÷u. Em xin b y tä láng bi¸t ìn ch¥n th nh v  s¥u sc v· sü tªn t¥m

v  nhi»t t¼nh cõa Th¦y trong suèt qu¡ tr¼nh em thüc hi»n luªn v«n.

Em xin ch¥n th nh c£m ìn Ban Gi¡m hi»u, pháng � o t¤o Khoa

håc v  Quan h» quèc t¸, Khoa To¡n - Tin tr÷íng �¤i håc Khoa håc,

�¤i håc Th¡i Nguy¶n �¢ quan t¥m v  gióp �ï em trong suèt thíi gian

håc tªp t¤i tr÷íng.

Em công xin gûi líi c£m ìn �¸n gia �¼nh, b¤n b± v  c¡c �çng nghi»p

�¢ �ëng vi¶n, gióp �ï em trong qu¡ tr¼nh håc tªp cõa m¼nh.

Do thíi gian v  ki¸n thùc cán h¤n ch¸ n¶n luªn v«n khæng tr¡nh

khäi nhúng thi¸u sât. Em r§t mong nhªn �÷ñc sü gâp þ cõa c¡c th¦y

cæ �º luªn v«n �÷ñc ho n thi»n hìn. Em xin ch¥n th nh c£m ìn!

Th¡i Nguy¶n, ng y 23 th¡ng 07 n«m 2014

T¡c gi£

Nguy¹n Thà H£i Anh
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Ch÷ìng 1

�ành l½ t¡ch vîi �i·u ki»n v· ph¦n

trong tüa t÷ìng �èi v  ¡p döng

cho lþ thuy¸t �èi ng¨u

Ch÷ìng 1 tr¼nh b y c¡c k¸t qu£ v· ph¦n trong tüa t÷ìng �èi cõa

Borwein - Lewis [2] v  c¡c k¸t qu£ cõa Cammaroto - Di Bella [5] v·

�ành l½ t¡ch, trong �â ph¦n trong �÷ñc thay th¸ b¬ng ph¦n trong tüa

t÷ìng �èi v  ¡p döng cho �èi ng¨u cõa b i to¡n tèi ÷u câ r ng buëc

trong tr÷íng hñp lçi væ h¤n chi·u vîi mët �i·u ki»n ch½nh quy thay

th¸ cho �i·u ki»n Slater thæng th÷íng.

1.1 Ph¦n trong tüa t÷ìng �èi

Trong c¡c b i to¡n tèi ÷u lçi væ h¤n chi·u, câ thº x£y ra tr÷íng hñp

c¡c �ành l½ t¡ch thæng th÷íng khæng thº sû döng �÷ñc, ch¯ng h¤n,

ph¦n trong cõa h¼nh nân d÷ìng trong Lp,

C = {u ∈ Lp(T, µ) : u(t) ≥ 0, h.k.n},

l  réng. V¼ lþ do n y, vîi mët tªp lçi, Borwein v  Lewis [2] �¢ x¥y

düng kh¡i ni»m v· ph¦n trong tüa t÷ìng �èi. �â l  sü mð rëng cõa

kh¡i ni»m ph¦n trong t÷ìng �èi trong khæng gian húu h¤n chi·u.

Chóng ta s³ bt �¦u vîi c¡c tªp lçi trong Rn. Cho mët khæng gian
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vectì X v  tªp C ⊂ X, ta k½ hi»u nân sinh bði C l :

coneC = {λx | x ∈ C, λ ∈ R, λ ≥ 0}.

Nhc l¤i [1]: Ph¦n trong t÷ìng �èi (relative interior) cõa tªp A ⊂ Rn

l  ph¦n trong cõa A trong affA, k½ hi»u l  riA, trong �â affA l  bao

affine cõa tªp A.

Ta câ m»nh �· sau:

M»nh �· 1.1.1.
Gi£ sû C ⊂ Rn l  mët tªp lçi. Khi �â, x̄ ∈ riC n¸u v  ch¿ n¸u

cone(C − x̄) l  mët khæng gian con.

Chùng minh.

Gi£ sû x̄ ∈ riC. Khi �â, vîi l¥n cªn N cõa x̄ ta câ:

N ∩ affC ⊂ C.

Do �â, cone(C − x̄) = affC − x̄ v  l  mët khæng gian con.

M°t kh¡c, gi£ sû x̄ /∈ riC. Khi �â câ thº t¡ch ho n to n x̄ vîi C:

∃y ∈ Rn sao cho

yT x̄ ≤ yTx,∀x ∈ C,

v  b§t �¯ng thùc ch°t x£y ra vîi x̂ n o �â thuëc C ([10], �ành l½ 11.3).

Nh÷ vªy,

yT z ≥ 0,∀z ∈ cone(C − x̄),

v 

x̂− x̄ ∈ cone(C − x̄).

Nh÷ng x̄ − x̂ /∈ cone(C − x̄), cho n¶n cone(C − x̄) khæng l  mët

khæng gian con.

K½ hi»u clC l  bao �âng cõa tªp C.

Bê �· 1.1.1.
Gi£ sû C ⊂ Rn l  mët tªp lçi. Khi �â, C l  mët khæng gian con

n¸u v  ch¿ n¸u clC l  mët khæng gian con.
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Chùng minh.

N¸u C l  mët khæng gian con th¼ clC = C. Ng÷ñc l¤i, n¸u C 6= clC

v  clC l  mët khæng gian con th¼ C n¬m trong nûa khæng gian �âng

cõa clC ([10], H» qu£ 11.5.2), m  �i·u n y l  khæng thº.

Do �â, trong m»nh �· 1.1.1, ta câ thº thay th¸ b¬ng cone(C − x̄)

�âng. �i·u n y d¨n �¸n �ành ngh¾a v· ph¦n trong tüa t÷ìng �èi. Tø

�¥y, X s³ l  mët khæng gian vectì tæpæ Hausdorff v  X∗ l  khæng gian

tæpæ �èi ng¨u gçm t§t c£ c¡c phi¸m h m tuy¸n t½nh li¶n töc tr¶n X.

Ph¦n tû khæng cõa X∗ �÷ñc k½ hi»u l  θX∗.

�ành ngh¾a 1.1.1. [2]
Gi£ sû C l  mët tªp con lçi cõa X. Ph¦n trong tüa t÷ìng �èi (quasi

relative interior) cõa C l  tªp c¡c ph¦n tû x ∈ C m  cl(cone(C − x))

l  mët khæng gian con tuy¸n t½nh cõa X v  �÷ñc k½ hi»u l  qriC.

Nân ph¡p tuy¸n cõa C t¤i x̄ ∈ C �÷ñc �ành ngh¾a nh÷ sau:

NC(x̄) := {φ ∈ X∗ : φ(x− x̄) ≤ 0,∀x ∈ C}.

B¥y gií, chóng ta nhc l¤i mët sè t½nh ch§t húu ½ch li¶n quan �¸n

ph¦n trong tüa t÷ìng �èi, xem [2] v  [3].

�ành l½ 1.1.1. [2]
Gi£ sû C l  mët tªp con lçi cõa X v  x̄ ∈ C. Khi �â, x̄ ∈ qriC n¸u

v  ch¿ n¸u NC(x̄) l  mët khæng gian con tuy¸n t½nh cõa X∗.

Chùng minh.

Gi£ sû K ⊂ X v  K l  mët nân, cüc cõa K �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau:

Ko = {φ ∈ X∗ | φ(x) ≤ 1,∀x ∈ K}
= {φ ∈ X∗ | φ(x) ≤ 0,∀x ∈ K}.

T÷ìng tü, vîi nân L ⊂ X∗, ta câ:

oL = {x ∈ X | φ(x) ≤ 0,∀φ ∈ L}.

Ngay lªp tùc ta th§y r¬ng: n¸u K l  mët khæng gian con th¼ ta câ

Ko công l  mët khæng gian con. N¸u L l  mët khæng gian con th¼ ta
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câ oL công l  mët khæng gian con.

B¥y gií, ta câ: Vîi φ ∈ X∗, φ(x − x̄) ≤ 0, vîi måi x ∈ C n¸u v 

ch¿ n¸u φ(u) ≤ 0, vîi måi u ∈ cl(cone(C − x̄)), do t½nh li¶n töc cõa φ.

Vªy,

NC(x̄) = cl(cone(C − x̄))o.

M°t kh¡c, theo �ành l½ l÷ïng cüc (xem [9]), ta câ:
oNC(x̄) = o(cl(cone(C − x̄))o)

= cl(cone({0} ∪ cl(cone(C − x̄))))

= cl(cone(C − x̄)).

Vªy, �ành l½ �÷ñc chùng minh.

�ành l½ 1.1.2. [5]
Gi£ sû C v  D l  2 tªp con lçi cõa X sao cho qriC 6= ∅, qriD 6= ∅

v  x0 ∈ C, x̄ ∈ qriC, α ∈ R v  λ ∈ [0, 1). Khi �â,

(a) qriC + qriD ⊆ qri(C +D),

(b) αqriC = qri(αC),

(c) qri(C ×D) = qriC × qriD,

(d) cl(qriC) = cl(C),

(e) (1− λ)x0 + λx̄ ∈ qriC,

(f) qriC = qri(qriC),

(g) qri(C − x) = qriC − x ( ∀x ∈ X),

(h) cl[cone(qriC)] = cl(coneC), n¸u qriC 6= ∅.

�º l m rã hìn v· kh¡i ni»m ph¦n trong tüa t÷ìng �èi chóng ta nhc

l¤i c¡c �ành ngh¾a sau (xem [6]).

�ành ngh¾a 1.1.2.
Gi£ sû C l  tªp con lçi cõa X.

(i) H¤ch (core) cõa C l 

coreC := {x ∈ C | cone(C − x) = X}.
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(ii) H¤ch chc chn (intrinsic core) cõa C l 

irc(C) := {x ∈ C | cone(C − x)

l  khæng gian con tuy¸n t½nh cõa X }.

(iii) Ph¦n trong tüa t÷ìng �èi m¤nh (strong - quasi relative interior)

cõa C l 

sqriC := {x ∈ C | cone(C − x)

l  khæng gian con tuy¸n t½nh �âng cõa X }.

(iv) Tüa ph¦n trong (quasi - interior) cõa C l 

qiC := {x ∈ C | cl[cone(C − x)] = X}.

C¡c bao h m sau �óng (xem [6]):

intC ⊆ coreC ⊆ sqriC ⊆ icrC ⊆ qriC ⊆ C,

v 

intC ⊆ coreC ⊆ qiC ⊆ qriC ⊆ C.

N¸u X l  húu h¤n chi·u th¼

qriC = sqriC = icrC = riC,

v 

coreC = qiC = intC,

trong �â, riC l  ph¦n trong t÷ìng �èi cõa C, ngh¾a l  ph¦n trong cõa

C trong bao affine cõa nâ.

�ành l½ 1.1.3.
Gi£ sû X l  khæng gian lçi �àa ph÷ìng câ thù tü bë phªn �÷ñc x¡c

�ành bði nân lçi C vîi cl(C − C) = X v  X∗ �÷ñc x¡c �ành thù tü

bë phªn bði C∗. Khi �â, x̄ ∈ qriC n¸u v  ch¿ n¸u φ(x̄) > 0 vîi måi

φ ∈ X∗ \ {0}.

Chùng minh.

Gi£ sû x̄ ∈ qriC, nh÷ng vîi φ ∈ C∗, φ 6= 0 ta câ: φ(x̄) = 0.

Khi �â,

−φ(x− x̄) ≤ 0, vîi måi x ∈ C.
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