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Loi cam doan

Toi xin cam doan céac két qua nghién cttu dugc trinh bay trong luan van
nay la hoan toan trung thuc, chua dugc st dung cho bao vé mot hoc vi nao.
Nguon tai liéu sir dung cho viéc hoan thanh luan van da duoc su dong y cla
cac cd nhan va t6 chic. Cdc thong tin, tai liéu trinh bay trong luan van nay

da duoc ghi rd nguodn goc.

Thai Nguyén, thang 8 nam 2013

Hoc vién

Truong Thi Thuy

Xac nhan Xac nhan

cua truong khoa chuyén mon cua nguoi huéng dan khoa hoc

TS. Tran Nguyén An
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Loi cam on

Luan van duoc hoan thanh duéi su huéng dan tan tinh va nghiém khac ctia
TS. Tran Nguyén An. Nho Thay t6i da budc dau lam quen va say mé trong
cong viéc nghién citu todn. Nhan dip nay, toi xin bay to long biét on sau sic
tGi Thay. Toi xin bay to long biét on GS. TSKH. Nguyén Ty Cuong, TS. Lé
Thanh Nhan, TS. Pham Hién Bing da tan tinh giang day dé t6i nim dugc
nhiing kién thic co s6. Toi rat bi€t on truong DPHSP Thai Nguyén, khoa Toan
va t6 Dai s6 di tao diéu kién thuan loi cho t6i thuc hién k& hoach hoc tap
cta minh. Toi xin cdm on ngudi than, dong nghiép, ban be da c6 vii dong,

vién toi trong qud trinh lam luan van.
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Loi noi dau

Vanh va modun Cohen-Macaulay 1a 16p vanh va modun quan trong trong
Dai s6 giao hoan. Ldp vanh nay cé nhiéu tng dung trong Hinh hoc dai
s0, Ly thuyét bat bién va T6 hop. Khdi niém vanh Cohen-Macaulay duoc
nay sinh tr cic dinh ly khong tron 1lan cia Macaulay va Cohen. Khai niém
modun Cohen-Macaulay dugc xuat hién lan dau tién trong cac cong trinh
cua Auslander va Buchsbaum. Cho (A, m) la vanh Noether dia phuong va
M la A- modun hitu han sinh. Ta ky hiéu hai bat bién quan trong depth M
la do sau cua M va dim M la chiéu cia M. Ta c6 depth M < dimM néu
M khéc khong. Ta néi rang M 1a Cohen - Macaulay néu M = 0 hoac
depth M = dimM. Néu vanh Noether dia phuong A 1a Cohen- Macaulay
thi ta néi A 1a vanh Cohen - Macaulay.

Luén van trinh bay moét s6 tinh chat va dac trung co ban ctia vanh va
moOdun Cohen-Macaulay. Luan van dugc chia lam 3 chuong. Chuong 1 trinh
bay mot s6 kién thitc co s& nhu dinh nghia chiéu va do sau, chiéu Krull....
Pay la nhitng cong cu co ban nhat cho nhiing nghién cttu duoc trinh bay
trong luan van. Dinh nghia va tinh chat cia Modun d6i dong diéu ciing duoc
trinh bay cua cu6i chuong.

Chuong 2 1a mot chuong quan trong cua luan van. Chuong nay nghién ciu
vé vanh va modun Cohen - Macaulay. Phan dau chuong la dinh nghia chiéu
va do sau cung céc tinh chat. Trong chuong ciing trinh bay dinh nghia vanh
chinh quy, vanh tua chinh quy. Phan 2 ctia chuong t6i trinh bay vanh, moédun
Cohen - Macaulay va cac tinh chat. Ching minh néu A la vanh Cohen -
Macaulay thi mot vanh da thitc A[z4, ..., z,] cling 1a vanh Cohen - Macaulay
do d6 bat ki vanh Cohen - Macaulay la catenary.

Chuong 3 trinh bay ve hé s6 Hilbert ctia vanh va modun Cohen - Macaulay,

dinh ly da thac Hilbert. Hé s0 eq, e; cling dugc trinh bay & chuong nay.



Chuong 1

Kién thic chuan bi

Trong su6t chuong nay cling nhu trong luin van, ta luén gia thiét A 1a vanh
giao hodn cé don vi. Chuong nay chi nhic lai mot so kién thifc cin thiét dé

trinh bay cdc chuong sau.

1.1 Chiéu va do cao

Pinh nghia 1.1.1. Mot day giam thuc su cac idéan nguyén td pg O p; D
po D ... D p, cua vanh A duogc goi 1a mot xich nguyén to6 cé do dai la n.
Can trén ddng cta do dai tat ca cac xich nguyén t6 trong A duoc goi l1a chiéu
Krull cua A, hay chicu ctia vanh A. Ki hiéu 1a dim A.

Dinh nghia 1.1.2. Can trén ding cua do dai cac day giam thuc su cic idéan
nguyén to

pP=PoopP1opP2o ... 0P

xuat phat tr p, duoc goi la do cao cua p, ki hiéu 1a htp. Cho I 1la mot
idéan cua A. Do cao cua idéan [ ki hiéu ht I dugc cho boi cong thiic ht I =
inf{htp | p € V(I)} trong d6 V (I) la tap cac idéan nguyén t6 cua A chita
I.

Pinh nghia 1.1.3. Cho M 1a mot A - modun. Khi d6 chiéu ctia M ki hiéu la
dim M dugc xdc dinh béi dim M = dim(A/ Ann M), trong d6 Ann M =
{a € A|aM = 0}.
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Chd y rang chiéu cia mot modun hitu han sinh trén vanh dia phuong luon

la mot s6 hitu han.

Meénh dé 1.1.4. (i) Néu (A, m) la mot vanh dia phuong thi dim A = ht m.
(ii) Cho p la mot idéan nguyén to ciia vanh A, khi dé dim A, = ht pA, =
ht p.

Pinh ly 1.1.5. Gid sit ¢ : A — B la mot dong cdu cua cdc vanh Noether.
Gid su q € Spec(B) va ddt p = qN A. Khi do

ht(q) < ht p + hit(q/pB).
Ddu” =7 xdy ra néu ¢ la déong cdu phdng.

Pinh nghia 1.1.6. Cho q C p la cac idéan nguyén t6 cua A. Mot diy cac
idéan nguyén t6 q = py C p1 C ...p, = p sao cho p; # p,;1 duoc goi la
mot day nguyén t6 bdo hoa gitta q va p néu véi moi 7, khong ton tai mot
idéan nguyén to chen gitta p; va p; 1.

Ta néi rang vanh A 1a catenary néu v6i moi idéan nguyén t6 q C p cua
R ludn ton tai mot day nguyén t6 bao hoa gitta q va p va moi day nguyén t6
bdo hoa giita q va p déu c6 chung do dai.

Vanh A duoc goi 1a catenary phé dung néu A la vanh Noether va moi

A-dai s0 hitu han sinh Ia catenary.

Nhu vay vanh Noether A 1a catenary phd dung néu A 1a catenary va

Alzq, ..., x,] 12 catenary v6i moi n > 0.

1.2 Modun déi dong diéu dia phuong

Pinh nghia 1.2.1. Cho [ la idéan ctia A. V6i m6i A—modun N ta dinh nghia
['/(N)= U (0:nI").Néu f: N — N'ladong ciu cic A— modun thi ta
¢6 dong ciu f*  T1(N) —> T5(N') cho béi f*(x) = f(x). Khi d6 I's(—)
la ham tr khép trai tir pham trit cic A—modun dén pham tru cic A—modun

va dugc goi 1a ham tir I—xodn.
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Mot gidi néi xa cia M 1la mot day khép

0 — M —FEy— FE1 — FEy — ...

trong d6 moéi F; 1a modun noi xa. Chd y rang v6i moi modun déu nhiing
duoc vao mot modun noi xa, vi thé, méi modun déu co giai noi xa.

Pinh nghia 1.2.2. Cho N la A—mo6dun va [ la idéan cua A. Modun dan
suéit phai thit n cia ham tir /—xoan I';(—) tng véi M duoc goi 1a modun
doi dong diéu thir n cha N, ki hiéu 1a H?'(M). Cu thé, néu

Uo Ui

0— N — Ej

s B — Ey —> ...

la giai ndi xa cia N, taic dong ham tir I';(—) ta c6 phic
0 — T(Ey) % D(B) 5 T(Ey) — . ..
Khi d6 H}(N) = Keru) /Imwu!_; 1a médun d6i dong diéu thit n ciia phiic
trén (né khong phu thudc vao viéc chon giai noi xa cta V).
Sau day la tinh chét co ban cia modun d6i dong diéu dia phuong.
Ménh dé 1.2.3. Cho M la mét A—mddun.

(i) Hy(M) = T'1(M).

(ii) Néu M la ngi xa thi Hi (M) = 0 véi moi i > 1.

(iii) Néu M la I—xodn (tirc Ia M = T (M) thi H*(M) = 0véi i > 1.

(iv)Véi M = M/T (M) ta cé6 HY(M) = H(M) véin > 1.

(v) Neu 0 — M' — M — M" — 0 la day khép ngdn thi véi méi
n cé dong cau noi HY(M") —s H}YH(M') sao cho ta cé day khdp dai

0 — Iy(M) — Ty (M) —Tp(M") — H; (M)
— H} (M) — H;(M") — H;(M') — ...

Két qua sau day néi ring chiéu ctia mot modun c6 thé dic trung thong
qua tinh triét tiéu va khong triét tiéu cua modun doi dong diéu dia phuong.
Ménh dé 1.2.4. Cho I la idéan ciia A. Khi d6 H\{(M) = 0 véi moi i >
dim M va moi 1 < 0. Pdc biét

dim M = Sup{i | H. (M) # 0}.



Chuong 2

Vanh va modun Cohen-Macaulay

Trong sudt chuong nay ta gia thi€t vanh giao hodn, cé don vi.

2.1 Do sau cuia modun

DPinh nghia 2.1.1. Gia st A 1a mo6t vanh, M 1la mot A— modun, aq, ..., a, 1a
mot day cac phan tu cua A. Ta néi ay, ..., a, 1a mét M-dday chinh quy (hodc
don gidn la M —ddy) néu cac diéu kién sau thoa man:
(i) M # (ay,...,a,) M.
(i1) V6i méi i > 0,
M ar M
(ay,...a;i—1)M ' (a1, ...,a;—1)M

1a mot don cdu; nghia 1a a; khong 1a udc cua khong trén M /(aq, ..., a;_1) M
vol 1l <1 <n.

Néu ay, ..., a, 1a mot M —day chinh quy thi a4, ...a; cling la mot M - day
chinh quy v6i ¢ < r. Khi tat ca cac a; thuoc idéan [ ta néi ay, ...,a, la
mot M- ddy chinh quy trong I. Hon nita, néu khong ton tai b € I sao cho
ai, ..., a,,bla M— day chinh quy, khi dé a4, ...a, duoc goi Ia mot M- day
chinh quy t6i dai trong I. Néu M — N la dang cau A- modun, khi d6 mot
day la chinh quy trén M khi va chi khi n6 chinh quy trén N.

Bo dé 2.1.2. Mot day ay, ...,a, véi v > 2 la M- day chinh quy khi va chi
khi ay chinh quy trén M va as, ..., a, la mét M /ayM — ddy chinh quy. Néu
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day ay, ...,a, la mot M- day chinh quy toi dai trong I thi as, ..., a, la mot

M /ay M- day chinh quy t6i dai trong 1.

Chitng minh. V&i moi idéan a C b, ton tai dang ciu chinh tac cia A- modun
M/bM = N/bN v6i N = M/aM. Néu ay, ...,a, la M- day chinh quy thi
aj chinh quy trén M, ay chinh quy trén N = M /a; M vavéi 3 < i <, q;
chinh quy trén

M/(Cll, ceey CLZ'_l)M = N/(CLQ, ceey ai_l)N.

Do d6 ay, ..., a, 1amot N — day chinh quy. Diéu nguoc lai chiing minh tuong
tu. O

Téng quat hon, néu ay, ..., a, 1a mot M — day chinh quy va ta dat
N = M/(ay,...,a,) M.

Néu by, ...,bs 1a mot N— day chinh quy thi aq, ..., a,, by, ..., bs 1a mot M —
day chinh quy.

Bo dé 2.1.3. Néu ay, ..., a, la mét A— day chinh quy va M la mot A- modun
phang thi ay, ..., a, ciing la M— day chinh quy véi (ay, ..., a,)M # M.

Chiing minh. Phép nhan bén trdi v6i a; xac dinh mot don cau A — A vi a;
1a A- chinh quy. Tensor v6i M va véi M la phang ta thay ring phép nhan
bén trdi v6i a; cling cho mot don cau M — M. Tuong tu tensor véi don ciu
as: Ala; — A/ay ta duge mot don cau M /ayM — M /a1 M... O

Bo dé 2.1.4. Cho A la mot vanh va M la mot A- modun. Vi sé nguyén
n > 1 cho trudc, mét ddy ay, ..., a, la M — day chinh quy khi va chi khi né
la M"™- ddy chinh quy.

Chiing minh. Gia st rang day ay, ..., a, 1a M- day chinh quy. Ta ching minh
né 1a M"- chinh quy theo quy nap v6i r. Trong truong hop r = 1 hién
nhién ding. Gia st » > 1. Theo gia thiét quy nap, day a4, ...,a,_1 la M"-
day chinh quy. bat L = (aq,...,a,—1)M. Khi d6 (aq,...,a,_1)M" = L"



