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Lêi cam ®oan
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c¸c c¸ nh©n vµ tæ chøc. C¸c th«ng tin, tµi liÖu tr×nh bµy trong luËn v¨n nµy

®· ®­îc ghi râ nguån gèc.
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LuËn v¨n ®­îc hoµn thµnh d­íi sù h­íng dÉn tËn t×nh vµ nghiªm kh¾c cña

TS. TrÇn Nguyªn An. Nhê ThÇy t«i ®· b­íc ®Çu lµm quen vµ say mª trong

c«ng viÖc nghiªn cøu to¸n. Nh©n dÞp nµy, t«i xin bµy tá lßng biÕt ¬n s©u s¾c

tíi ThÇy. T«i xin bµy tá lßng biÕt ¬n GS. TSKH. NguyÔn Tù C­êng, TS. Lª

Thanh Nhµn, TS. Ph¹m HiÕn B»ng ®· tËn t×nh gi¶ng d¹y ®Ó t«i n¾m ®­îc

nh÷ng kiÕn thøc c¬ së. T«i rÊt biÕt ¬n tr­êng §HSP Th¸i Nguyªn, khoa To¸n

vµ tæ §¹i sè ®· t¹o ®iÒu kiÖn thuËn lîi cho t«i thùc hiÖn kÕ ho¹ch häc tËp

cña m×nh. T«i xin c¶m ¬n ng­êi th©n, ®ång nghiÖp, b¹n bÌ ®· cæ vò ®éng,

viªn t«i trong qu¸ tr×nh lµm luËn v¨n.
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Lêi nãi ®Çu

Vµnh vµ m«®un Cohen-Macaulay lµ líp vµnh vµ m«®un quan träng trong

§¹i sè giao ho¸n. Líp vµnh nµy cã nhiÒu øng dông trong H×nh häc ®¹i

sè, Lý thuyÕt bÊt biÕn vµ Tæ hîp. Kh¸i niÖm vµnh Cohen-Macaulay ®­îc

n¶y sinh tõ c¸c ®Þnh lý kh«ng trén lÉn cña Macaulay vµ Cohen. Kh¸i niÖm

m«®un Cohen-Macaulay ®­îc xuÊt hiÖn lÇn ®Çu tiªn trong c¸c c«ng tr×nh

cña Auslander vµ Buchsbaum. Cho (A,m) lµ vµnh Noether ®Þa ph­¬ng vµ

M lµ A- m«®un h÷u h¹n sinh. Ta ký hiÖu hai bÊt biÕn quan träng depthM

lµ ®é s©u cña M vµ dimM lµ chiÒu cña M . Ta cã depthM ≤ dimM nÕu

M kh¸c kh«ng. Ta nãi r»ng M lµ Cohen - Macaulay nÕu M = 0 hoÆc

depthM = dimM . NÕu vµnh Noether ®Þa ph­¬ng A lµ Cohen- Macaulay

th× ta nãi A lµ vµnh Cohen - Macaulay.

LuËn v¨n tr×nh bµy mét sè tÝnh chÊt vµ ®Æc tr­ng c¬ b¶n cña vµnh vµ

m«®un Cohen-Macaulay. LuËn v¨n ®­îc chia lµm 3 ch­¬ng. Ch­¬ng 1 tr×nh

bµy mét sè kiÕn thøc c¬ së nh­ ®Þnh nghÜa chiÒu vµ ®é s©u, chiÒu Krull....

§©y lµ nh÷ng c«ng cô c¬ b¶n nhÊt cho nh÷ng nghiªn cøu ®­îc tr×nh bµy

trong luËn v¨n. §Þnh nghÜa vµ tÝnh chÊt cña M«®un ®èi ®ång ®iÒu còng ®­îc

tr×nh bµy cña cuèi ch­¬ng.

Ch­¬ng 2 lµ mét ch­¬ng quan träng cña luËn v¨n. Ch­¬ng nµy nghiªn cøu

vÒ vµnh vµ m«®un Cohen - Macaulay. PhÇn ®Çu ch­¬ng lµ ®Þnh nghÜa chiÒu

vµ ®é s©u cïng c¸c tÝnh chÊt. Trong ch­¬ng còng tr×nh bµy ®Þnh nghÜa vµnh

chÝnh quy, vµnh tùa chÝnh quy. PhÇn 2 cña ch­¬ng t«i tr×nh bµy vµnh, m«®un

Cohen - Macaulay vµ c¸c tÝnh chÊt. Chøng minh nÕu A lµ vµnh Cohen -

Macaulay th× mét vµnh ®a thøc A[x1, ..., xn] còng lµ vµnh Cohen - Macaulay

do ®ã bÊt k× vµnh Cohen - Macaulay lµ catenary.

Ch­¬ng 3 tr×nh bµy vÒ hÖ sè Hilbert cña vµnh vµ m«®un Cohen - Macaulay,

®Þnh lý ®a thøc Hilbert. HÖ sè e0, e1 còng ®­îc tr×nh bµy ë ch­¬ng nµy.
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Ch­¬ng 1

KiÕn thøc chuÈn bÞ

Trong suèt ch­¬ng nµy còng nh­ trong luËn v¨n, ta lu«n gi¶ thiÕt A lµ vµnh

giao ho¸n cã ®¬n vÞ. Ch­¬ng nµy chØ nh¾c l¹i mét sè kiÕn thøc cÇn thiÕt ®Ó

tr×nh bµy c¸c ch­¬ng sau.

1.1 ChiÒu vµ ®é cao

§Þnh nghÜa 1.1.1. Mét d·y gi¶m thùc sù c¸c i®ªan nguyªn tè p0 ⊃ p1 ⊃
p2 ⊃ ... ⊃ pn cña vµnh A ®­îc gäi lµ mét xÝch nguyªn tè cã ®é dµi lµ n.

CËn trªn ®óng cña ®é dµi tÊt c¶ c¸c xÝch nguyªn tè trong A ®­îc gäi lµ chiÒu

Krull cña A, hay chiÒu cña vµnh A. KÝ hiÖu lµ dimA.

§Þnh nghÜa 1.1.2. CËn trªn ®óng cña ®é dµi c¸c d·y gi¶m thùc sù c¸c i®ªan

nguyªn tè

p = p0 ⊃ p1 ⊃ p2 ⊃ ... ⊃ pr

xuÊt ph¸t tõ p, ®­îc gäi lµ ®é cao cña p, kÝ hiÖu lµ ht p. Cho I lµ mét

i®ªan cña A. §é cao cña i®ªan I,kÝ hiÖu ht I ®­îc cho bëi c«ng thøc ht I =

inf{ht p | p ∈ V (I)} trong ®ã V (I) lµ tËp c¸c i®ªan nguyªn tè cña A chøa

I .

§Þnh nghÜa 1.1.3. ChoM lµ mét A - m«®un. Khi ®ã chiÒu cñaM kÝ hiÖu lµ

dimM ®­îc x¸c ®Þnh bëi dimM = dim(A/AnnM), trong ®ã AnnM =

{a ∈ A | aM = 0}.
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Chó ý r»ng chiÒu cña mét m«®un h÷u h¹n sinh trªn vµnh ®Þa ph­¬ng lu«n

lµ mét sè h÷u h¹n.

MÖnh ®Ò 1.1.4. (i) NÕu (A,m) lµ mét vµnh ®Þa ph­¬ng th× dimA = htm.

(ii) Cho p lµ mét i®ªan nguyªn tè cña vµnh A, khi ®ã dimAp = ht pAp =

ht p.

§Þnh lý 1.1.5. Gi¶ sö φ : A −→ B lµ mét ®ång cÊu cña c¸c vµnh Noether.

Gi¶ sö q ∈ Spec(B) vµ ®Æt p = q ∩ A. Khi ®ã

ht(q) ≤ ht p + ht(q/pB).

DÊu ” = ” x¶y ra nÕu φ lµ ®ång cÊu ph¼ng.

§Þnh nghÜa 1.1.6. Cho q ⊂ p lµ c¸c i®ªan nguyªn tè cña A. Mét d·y c¸c

i®ªan nguyªn tè q = p0 ⊂ p1 ⊂ . . . pn = p sao cho pi 6= pi+1 ®­îc gäi lµ

mét d·y nguyªn tè b·o hßa gi÷a q vµ p nÕu víi mäi i, kh«ng tån t¹i mét

i®ªan nguyªn tè chÌn gi÷a pi vµ pi+1.

Ta nãi r»ng vµnh A lµ catenary nÕu víi mäi i®ªan nguyªn tè q ⊂ p cña

R lu«n tån t¹i mét d·y nguyªn tè b·o hoµ gi÷a q vµ p vµ mäi d·y nguyªn tè

b·o hoµ gi÷a q vµ p ®Òu cã chung ®é dµi.

Vµnh A ®­îc gäi lµ catenary phæ dông nÕu A lµ vµnh Noether vµ mäi

A-®¹i sè h÷u h¹n sinh lµ catenary.

Nh­ vËy vµnh Noether A lµ catenary phæ dông nÕu A lµ catenary vµ

A[x1, ..., xn] lµ catenary víi mäi n ≥ 0.

1.2 M«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng

§Þnh nghÜa 1.2.1. Cho I lµ i®ªan cña A. Víi mçi A−m«®unN ta ®Þnh nghÜa

ΓI(N) =
⋃
n≥0

(0 :N In). NÕu f : N −→ N ′ lµ ®ång cÊu c¸c A− m«®un th× ta

cã ®ång cÊu f ∗ : ΓI(N) −→ ΓI(N
′) cho bëi f ∗(x) = f(x). Khi ®ã ΓI(−)

lµ hµm tö khíp tr¸i tõ ph¹m trï c¸c A−m«®un ®Õn ph¹m trï c¸c A−m«®un

vµ ®­îc gäi lµ hµm tö I−xo¾n.
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Mét gi¶i néi x¹ cña M lµ mét d·y khíp

0 −→M −→ E0 −→ E1 −→ E2 −→ . . .

trong ®ã mçi Ei lµ m«®un néi x¹. Chó ý r»ng víi mçi m«®un ®Òu nhóng

®­îc vµo mét m«®un néi x¹, v× thÕ, mçi m«®un ®Òu cã gi¶i néi x¹.

§Þnh nghÜa 1.2.2. Cho N lµ A−m«®un vµ I lµ i®ªan cña A. M«®un dÉn

suÊt ph¶i thø n cña hµm tö I−xo¾n ΓI(−) øng víi M ®­îc gäi lµ m«®un

®èi ®ång ®iÒu thø n cña N , kÝ hiÖu lµ Hn
I (M). Cô thÓ, nÕu

0 −→ N −→ E0
u0−→ E1

u1−→ E2 −→ . . .

lµ gi¶i néi x¹ cña N, t¸c ®éng hµm tö ΓI(−) ta cã phøc

0 −→ Γ(E0)
u∗0−→ Γ(E1)

u∗1−→ Γ(E2) −→ . . .

Khi ®ã Hn
I (N) = Keru∗n/ Imu∗n−1 lµ m«®un ®èi ®ång ®iÒu thø n cña phøc

trªn (nã kh«ng phô thuéc vµo viÖc chän gi¶i néi x¹ cña N ).

Sau ®©y lµ tÝnh chÊt c¬ b¶n cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng.

MÖnh ®Ò 1.2.3. Cho M lµ mét A−m«®un.

(i) H0
I (M) ∼= ΓI(M).

(ii) NÕu M lµ néi x¹ th× Hn
I (M) = 0 víi mäi i ≥ 1.

(iii) NÕu M lµ I−xo¾n (tøc lµ M = ΓI(M)) th× Hn
I (M) = 0 víi i ≥ 1.

(iv) Víi M = M/ΓI(M) ta cã Hn
I (M) ∼= Hn

I (M) víi n ≥ 1.

(v) NÕu 0 −→ M ′ −→ M −→ M ′′ −→ 0 lµ d·y khíp ng¾n th× víi mçi

n cã ®ång cÊu nèi Hn
I (M ′′) −→ Hn+1

I (M ′) sao cho ta cã d·y khíp dµi

0 −→ ΓI(M
′) −→ ΓI(M) −→ ΓI(M

′′) −→ H1
I (M ′)

−→ H1
I (M) −→ H1

I (M ′′) −→ H2
I (M ′) −→ . . .

KÕt qu¶ sau ®©y nãi r»ng chiÒu cña mét m«®un cã thÓ ®Æc tr­ng th«ng

qua tÝnh triÖt tiªu vµ kh«ng triÖt tiªu cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng.

MÖnh ®Ò 1.2.4. Cho I lµ i®ªan cña A. Khi ®ã H i
I(M) = 0 víi mäi i >

dimM vµ mäi i < 0. §Æc biÖt

dimM = Sup{i | H i
m(M) 6= 0}.
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Ch­¬ng 2

Vµnh vµ m«®un Cohen-Macaulay

Trong suèt ch­¬ng nµy ta gi¶ thiÕt vµnh giao ho¸n, cã ®¬n vÞ.

2.1 §é s©u cña m«®un

§Þnh nghÜa 2.1.1. Gi¶ sö A lµ mét vµnh, M lµ mét A− m«®un, a1, ..., ar lµ

mét d·y c¸c phÇn tö cña A. Ta nãi a1, ..., ar lµ mét M -d·y chÝnh quy (hoÆc

®¬n gi¶n lµ M−d·y) nÕu c¸c ®iÒu kiÖn sau tháa m·n:

(i) M 6= (a1, ..., ar)M.

(ii) Víi mçi i > 0,

M

(a1, ...ai−1)M

a1−→ M

(a1, ..., ai−1)M

lµ mét ®¬n cÊu; nghÜa lµ a1 kh«ng lµ ­íc cña kh«ng trªnM/(a1, ..., ai−1)M

víi 1 ≤ i ≤ n.

NÕu a1, ..., ar lµ métM−d·y chÝnh quy th× a1, ...ai còng lµ mét M - d·y

chÝnh quy víi i ≤ r. Khi tÊt c¶ c¸c ai thuéc i®ªan I ta nãi a1, ..., ar lµ

mét M - d·y chÝnh quy trong I. H¬n n÷a, nÕu kh«ng tån t¹i b ∈ I sao cho

a1, ..., ar, b lµ M− d·y chÝnh quy, khi ®ã a1, ...ar ®­îc gäi lµ mét M - d·y

chÝnh quy tèi ®¹i trong I . NÕu M → N lµ ®¼ng cÊu A- m«®un, khi ®ã mét

d·y lµ chÝnh quy trªn M khi vµ chØ khi nã chÝnh quy trªn N .

Bæ ®Ò 2.1.2. Mét d·y a1, ..., ar víi r ≥ 2 lµ M - d·y chÝnh quy khi vµ chØ

khi a1 chÝnh quy trªn M vµ a2, ..., ar lµ mét M/a1M− d·y chÝnh quy. NÕu
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d·y a1, ..., ar lµ mét M - d·y chÝnh quy tèi ®¹i trong I th× a2, ..., ar lµ mét

M/a1M - d·y chÝnh quy tèi ®¹i trong I .

Chøng minh. Víi mäi i®ªan a ⊆ b, tån t¹i ®¼ng cÊu chÝnh t¾c cña A- m«®un

M/bM ∼= N/bN víi N = M/aM . NÕu a1, ..., ar lµ M - d·y chÝnh quy th×

a1 chÝnh quy trªn M , a2 chÝnh quy trªn N = M/a1M vµ víi 3 ≤ i ≤ r, ai

chÝnh quy trªn

M/(a1, ..., ai−1)M ∼= N/(a2, ..., ai−1)N.

Do ®ã a1, ..., ar lµ mét N− d·y chÝnh quy. §iÒu ng­îc l¹i chøng minh t­¬ng

tù.

Tæng qu¸t h¬n, nÕu a1, ..., ar lµ mét M− d·y chÝnh quy vµ ta ®Æt

N = M/(a1, ..., ar)M.

NÕu b1, ..., bs lµ mét N− d·y chÝnh quy th× a1, ..., ar, b1, ..., bs lµ mét M−
d·y chÝnh quy.

Bæ ®Ò 2.1.3. NÕu a1, ..., ar lµ mét A− d·y chÝnh quy vµM lµ mét A- m«®un

ph¼ng th× a1, ..., ar còng lµ M− d·y chÝnh quy víi (a1, ..., ar)M 6= M .

Chøng minh. PhÐp nh©n bªn tr¸i víi a1 x¸c ®Þnh mét ®¬n cÊu A→ A v× a1

lµ A- chÝnh quy. Tensor víi M vµ víi M lµ ph¼ng ta thÊy r»ng phÐp nh©n

bªn tr¸i víi a1 còng cho mét ®¬n cÊuM →M . T­¬ng tù tensor víi ®¬n cÊu

a2: A/a1 → A/a1 ta ®­îc mét ®¬n cÊu M/a1M →M/a1M ...

Bæ ®Ò 2.1.4. Cho A lµ mét vµnh vµ M lµ mét A- m«®un. Víi sè nguyªn

n ≥ 1 cho tr­íc, mét d·y a1, ..., ar lµ M− d·y chÝnh quy khi vµ chØ khi nã

lµ Mn- d·y chÝnh quy.

Chøng minh. Gi¶ sö r»ng d·y a1, ..., ar lµM - d·y chÝnh quy. Ta chøng minh

nã lµ Mn- chÝnh quy theo quy n¹p víi r. Trong tr­êng hîp r = 1 hiÓn

nhiªn ®óng. Gi¶ sö r > 1. Theo gi¶ thiÕt quy n¹p, d·y a1, ..., ar−1 lµ Mn-

d·y chÝnh quy. §Æt L = (a1, ..., ar−1)M . Khi ®ã (a1, ..., ar−1)M
n = Ln


