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Trường Đại học Sư phạm - ĐH Thái Nguyên 

 

TÓM TẮT 
Các dạng chuẩn tắc cho sự biến dạng trơn của phôi với tham số hữu hạn chiều của phương trình 

đặc trưng đối với phương trình vi phân đạo hàm riêng hỗn hợp trong mặt phẳng được tìm thấy gần 

một điểm của tiếp tuyến của hướng đặc trưng với sự biến dạng và điểm kỳ dị không biến suy biến, 

không cộng hưởng. 

Từ khóa: Phương trình dạng hỗn hợp, dạng chuẩn tắc, sự phân loại, sự biến dạng trơn của phôi. 

 

GIỚI THIỆU
*
 

Họ các đường cong tích phân của phương 

trình đặc trưng địa phương đóng vai trò quan 

trọng trong lý thuyết của các phương trình 

đạo hàm riêng, do đó các dạng chuẩn tắc địa 

phương của phương trình đặc trưng dẫn đến 

sự thay thế trơn  các tọa độ có lịch sử dài đi 

tới thế kỷ XIX [1]. Từ  xuất phát ban đầu của 

bài toán cho tới cuối thế kỷ, các dạng chuẩn 

tắc này bao gồm các phương trình Laplace, 

phương trình sóng và phương trình Cibrario-

Tricomi đã biết. Các phương trình đặc trưng 

tương ứng với các dạng chuẩn tắc trên là 
2 2 2 20, 0dy dx dy dx     và  

2 2 0dy xdx   (1) (xem [2],[3],[8]). Dạng 

chuẩn thứ nhất và thứ hai lấy gần một điểm 

của miền xác định elliptic và hipebolic của 

phương trình 

( , ) 2 ( , ) ( , )

( , , , , )

xx xy yy

x y

a x y U b x y U c x y U

F x y U U U

 


     (2)  

Phương trình đặc trưng tương ứng   
2 2( , ) 2 ( , ) ( , ) 0a x y dy b x y dxdy c x y dx     (3) 

các hướng đặc trưng tại một điểm là các 

nghiệm của phương trình (3). Giá trị của biệt 

thức 
2b ac   , với các giá trị của biệt thức 

ta có thể có hai hướng đặc trưng tại  một 

điểm, trong đó có hai hướng ảo tương ứng với 

giá trị biệt thức là dương, bằng không và âm. 

Phương trình (3) có nghiệm 0 và hai nghiệm 

thực :dy dx  tại điểm tương ứng. Dạng chuẩn 

Cibrario-Tricomi lấy vị trí tại một điểm điển 
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hình của dạng đường cong biệt thức của 

phương trình, dạng này được chứng minh 

hoàn chỉnh bởi M.Cibrario (xem [2]). Dạng 

này chính là chìa khóa cho các nghiên cứu 

sau này của các nhà toán học, do đó các dạng 

chuẩn tắc địa phương của họ đặc trưng các 

phương trình vi phân đạo hàm riêng cấp 2 

tuyến tính tổng quát trong mặt phẳng đã nhận 

được vào cuối thế kỷ XX trong trường hợp 

các dạng chuẩn tắc trơn cần tìm gần điểm của 

dạng đường biến đổi, tại các đường mà hướng 

đặc trưng là tiếp tuyến.  

NỘI DUNG 

Xét phương trình cấp hai trên mặt phẳng dạng 

(2) với  x, y là các tọa độ và a, b, c là các hàm 

số trơn, F là hàm số nào đó.  

Định nghĩa 1. Họ địa phương của các trường 

véc tơ trơn trong n

x
 với tham số m   

hữu hạn chiều, trong đó ,n m  là phôi tại 

gốc của trường véc tơ được xác định bởi 

phương trình                                                 

( , ), 0x u x                                          (4) 

Thành phần đầu tiên của họ là , ( , )u u u   

được gọi là sự biến dạng với tham số   của 

phôi của trường véc tơ (., )u O  tại gốc. 

Hai họ địa phương của các trường véc tơ là 

tương đương trơn hữu hạn nếu với r  nào 

đó. Đây là các biểu diễn của các phôi tương 

ứng của các họ trơn. 
r

liên hợp trong các miền xác định của 

chúng, miền xác định mà tồn tại phép đồng 

phôi 
r

 của dạng 

( , ) ( ( , ), ( ),x X x E    

Nitro PDF Software
100 Portable Document Lane

Wonderland

Nitro PDF Software
100 Portable Document Lane

Wonderland



Trịnh Thị Diệp Linh Tạp chí KHOA HỌC & CÔNG NGHỆ  135(05): 71 - 74 

 

 
72 

( (0,0), (0,0)) (0,0)X E  là  xác định gần 

gốc và các phép liên hợp các pha tương ứng [4]. 

Định nghĩa 2([6]). Tập hợp các số phức 

1 2( , ,..., ) n

n      là không cộng 

hưởng nếu chúng không có dạng 

1 1 2 2( ... )j n nm m m       , với khoảng 

cách jm không âm, 
1 2 ... 2nm m m    .  

Điểm kỳ dị của trường véc tơ vi phân là 

không cộng hưởng nếu tập hợp của các giá trị 

riêng của sự tuyến tính hóa của trường tại 

điểm đó  không cộng hưởng. 

Định lý 1. Sự biến dạng của phôi của trường 

véc tơ trơn trong
n

tại điểm kỳ dị của nó là 

tương đương trơn hữu hạn tới phôi tại gốc của 

sự biến dạng   ( )x A x                               (5), 

với ma trận hệ số A nào đó, nếu điểm là 

không cộng hưởng. 

Chứng minh. Trong trường hợp mặt phẳng 

được xác định bởi 
2

,   phụ thuộc tham số , 

thay thế tọa độ tuyến tính và nhân với hàm số 

trơn khác 0 từ (5) với tham số   đưa đến 

dạng chuẩn tắc  đối với yên ngựa và điểm nút 

có dạng   

 

1 0

0



  

  
  

  
hay ( , ) ( , ( ) )v              (6)                                                                 

còn đối với tiêu điểm có dạng     

 

 

1

1

  

  

  
  

  
hay   

( , ) ( ( ) , ( ) )v                         (7) 

Đây là 2 dạng khác nhau của trường với sự 

thay thế biến số tuyến tính và sức căng của 

thời gian phụ thuộc hệ số ( )   đưa tới dạng 

tổng quát   

0 2
( , )

( ) 1
v

k


 

 

  
   

  
 hay 

( , ) (2 , 2 ( ) )v k                           (8)                                           

Dạng (8) là của trường vecto trên trục hoành 

0   có hướng dọc khắp trục tọa độ khác O. 

Mặt khác, phép đối hợp : ( , ) ( , )      

tương ứng với trường này trong mỗi điểm của 

của trục hoành được xây dựng trên các trường 

vecto v  và 
*v  như sau                       

2

*

2 2 ( )
( , ) ` 4

2 2 ( )

v k

v k

   
  

    

 
 
 

 

Do đó (8) nhận được với trường hợp gấp vì 

đối với trường này sự thích hợp với phép đối 

hợp có thể lựa chọn trong dạng chuẩn tắc. 

Dạng chuẩn tắc này nhận được từ (6), (7). 

Dạng chuẩn tắc nhận được đối với yên ngựa, 

điểm nút sau đó nhân với trường 
1

( ) 1  
 để 

nhận được yên ngựa duy nhất của trường này 

và đi đến phương trình vi phân dạng 

( ) 1

( )

( ) 1




 

  


 


 


 
 

, 

với ( ) 1 0    do điểm kỳ dị không cộng 

hưởng. 

Từ (8) sau khi đặt biến mới      và 

 
( )

2 ( ) 1

   


 





 đưa đến phương trình dạng 

2   . Trở lại biến cũ nhận được   

 2 ( ) 1

( ) 1

   


 

 



 và 

2( 1)

( ) 1

  


 

 



                                     (9) 

Nhưng       

 
 

 

 

2

2

2

( )
( ) 1( )

2 ( ) 1 2 ( ) 1

( )

2 ( ) 1

   
   


   

   

 




 
 






    (10) 

Do đó phép thế trong vế phải của (10) bằng 

phép thế biến ,   từ (9) dẫn đến phương trình  

   
2

2 2

1

2 ( ) 1 ( ) 1

( ) 2( ( ) 1) ( ) 2 ( )( ( ) 1)
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2

( )

2 ( ) 1

  


 


 


  

Ký hiệu ,      ta nhận được 2   

và k      , trong đó 
 

2

( )

2 ( ) 1
k

 

 



 

Đối với trường hợp tiêu điểm, sự tính toán 

không giống như trường hợp yên ngựa và 

điểm nút ở trên. Do ý nghĩa hình học nên sự 

lựa chọn các tọa độ mới đơn giản hơn. Với sự 

thay thế của trường 

 
( ) ( )

,
2 2

         
 
 

 (11) 

Ta có phương trình 
( )

1
( )

   

   





 hay 

   ( ) 1 1 ( ) 0           

Thay thế biến mới      nhận được 

phương trình dạng 

   1 ( ) ( ) 1

2

     


  
 , đặt 

   1 ( ) ( ) 1
2

2

     


  
  ta có 

2   

Lấy đạo hàm với tọa độ mới   ta nhận được         

     ( ) 1 ( ) ( ) 1

8

         


    
   (12) 

Từ phương trình 

   1 ( ) 1 ( ) 4           và 

     tìm được 
 1 ( )

2 ( )

  


 


   và 

 1 ( ) 4

2 ( )

   


 

 
  . Thế ,   vào vế 

phải của (12) nhận được 

  
  
 

 
  
 

    
  
 

  
 

1 1 4
1

2 21

8 1 4 1 4
1

2 2

      
   

   


       
   

   

    
   

   
  

     
     
   

 

2

2

1
2 ( ) (1 ( )) 16 ( )

16 ( )

1
( ) 1

8

       
 

   

     

     

Vì vậy, do sự lựa chọn tọa độ của họ các 

trường véc tơ (8) ta nhận được dạng cần tìm. 

Đối với họ v  với trường tham số của phép 

đối hợp : ( , ) ( , )      thích hợp , do 

đó họ tương ứng của phương trình ẩn trong 

ảnh của ánh xạ 
2( , ) ( , )x y      có 

dạng 

2
2 2( )

2

k x
dy y dx

 
  
 

 tương ứng với 

họ cuả phép thế tọa độ trơn hữu hạn trong  

nửa mặt phẳng 0y   .  

Cứ tiếp tục quá trình như vậy, thay thế tọa độ 

trơn hữu hạn trong nửa mặt phẳng 0y   

nhận được ảnh dạng tiêu chuẩn. Chẳng hạn sử 

dụng khai triển Taylo theo y  trên trục hoành 

đến cấp cao hơn cấp của tọa độ trơn với số dư 

( , )R x y  và nhận được ảnh dạng hàm 

chẵn ( , ) ( , )R x y R x y   

Quá trình như vậy được lặp lại với họ địa 

phương bằng phương pháp thế tọa độ đưa đến 

họ phương trình ẩn (phương trình dạng hỗn 

hợp) của dạng cần tìm. Định lý về dạng chuẩn 

tắc được chứng minh. 

Áp dụng định lý rút gọn (như trong [4] hoặc 

[5]) chúng ta có các định lý sau: 

Định lý 2. Đối với cấp đã cho nào đó của lớp 

trơn 1r  sự biến dạng của phôi của phương 

trình đặc trưng (2) tại điểm kỳ dị gấp không 

cộng hưởng của nó lấy dạng của phôi tại gốc 

của biến dạng 
2 2 2( ( ) ) 0dy k x y dx    

với hàm số k nào đó, sau khi nhân phương 

trình với hàm số 
r
 không triệt tiêu và lựa 

chọn thích hợp các tọa độ, 
r
là tham số tại 

điểm gốc. 

Điểm kỳ dị gấp không cộng hưởng của 

phương trình đặc trưng là điểm của tiếp tuyến 

của trường hướng đặc trưng với loại đường 

thay đổi đối với điểm kỳ dị tương xứng nâng 

lên trường các hướng trên bề mặt phương 

trình là không cộng hưởng. 
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Định lý 3. Đối với cấp đã cho nào đó của lớp 

trơn 2r   sự biến dạng của phôi của phương 

trình(1) tại điểm kỳ dị gấp không cộng hưởng 

của phương trình đặc trưng lấy dạng của phôi 

tại gốc của sự biến dạng  
2( ( ) )xx yyU k x y U 

( , , , , )x yF x y U U U     (6),  

với hàm số k nào đó và hàm số F mới sau khi 

nhân phương trình với hàm số 
r
 không triệt 

tiêu và sự lựa chọn thích hợp các tọa độ của 
r
là dạng tham số tại điểm gốc.  

Do phương trình (5) và các định lý 2, 3 hàm 

số k là như nhau. Chú ý rằng lớp trơn của hệ 

số này có thể lựa chọn như chúng ta đã đưa 

ra. Nhưng sự tăng thêm của lớp này có thể 

dẫn đến rút gọn của khoảng cách dọc theo 

trục tham số do các công thức tác động. 
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SUMMARY 

NORMAL FORMS OF FAMILIES OF MIXED PARTIAL  

DIFFERENTIAL  EQUATION IN THE PLANE 
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Normal forms for smooth deformation of germ with limited dimension parameter of characteristic 

equation  of mixed type linear partial differential equation in the plane being linear with respect to 

second derivative is found near a point of tangency of characteristic direction with the type change 

line, when this singular point is nondegenerate and non-resonance. 

Keywords: mixed type equation, normal form, classification, smooth deformation of germ 
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