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SUMMARY
Though inequality problems arc difficult in high school, thev contain great potential in motivating 

creative ability for pupils. In this article, we explore this pmspưct through exploiting an inequality. 
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ỉ.  Dặt vẩn dề
Sáng tạo lả tạo ra những uiá trị mới vồ vật chất 

hoặc tinh ỉhần hay tỉm ra những cải mới, cách giãi 
quyết mới và không bị gò bó, phụ thuộc vào cúi dã 
cỏ vã tư duy sáng lạo iầ khá nâng tim thấy những ý 
nghĩa mới, mối quan hộ mái. !ả nâng lực chứa dựng 
sự khám phá. sự phát minh, sự dổi m ái,... Tư duv 
sáng tạo bao gồm năm thành lố cư hãn: tính mềm 
déo; tính nhuần nhuyễn; tinh dộc dáo; tính hoãn thiện 
và linh nhạy cám vấn dề. Trong các thành tổ này thi 
tính mềm dèo. tính nhuần nhuyễn, tính dộc đáo là ha 
tính chất cơ bàn của tư duy sáng tạo.

Bấí dang ỉhirc (B I)T ) là một dạng toán khó trong 
chương trình phổ thông, thườn!» dưạc sử dụng để 
phân loại học sinh (IIS ) khá, giòi. Dáy là dạng toán 
chửa tiềm nảng lớn trong việc phát tricn khá nãng tơ 
duy sáng tạo cho ns.

2. Nội dung nghiên cứu
Mài toán mờ dầu: Với a. b. c
' I I  Ia b c

0. chứng minh: 
a + b + c

2 -r ----- 7 T —2----- ;
a + b  b ' + c c 4a 

ỉ.ô i liiá i: Ta có:

a: -* b‘
= a

all
a* + b

7 > a -  b

0 ‘  4  b :  

a :  +  b :
= a -

Tirirng tự. ta dược:
h ’

b :  +
T > b - r .

c ' 4 a'

Cộniỉ các BDT trên la dược Í3DT cần chứng 
minh.

Bài toán mở dầu !ả một bài toán BĐT khó. Sử 
dụng BDT nảv chúng ta dễ dàng chứng minh được 
bài toán 1 dưới dây:

Bài toán I: Với a,b,c > 0;a.p,y > 0 . chứng

minh:

+c

a2 + (I -  u )b : 

c,: + (I -  ỵ)(i:
1 5c + a

+  h
b: + ( l - p ) c :

b: + c*

Lởi giải: Ta cỏ 
a: + (! -  a ) b :

■* I "*a + b
= a ab

ab
a: + b'

u b a : + b: ab>  ; j -------- . -  a _  _
2 a + b 2

Tương tự, ía được:

V + ( l - P ) c j
h’ + c‘

c: + (1 - y ) ; i :

b
. |Ịcb -  —  và7

c: + a:

Cộng các 13DT trŨMi ta dirợc HDT cần chừng 
minh.

Từ bài loán 1. chọn (I -  p = y = 4 . ta dược bài

toán 2 nlur sau:
Bài toán 2: Vói a. b,e > 0 .  chừng minh:

(3 b  - a  . 3c - b  
+ b

a : + c:
< n + b + c

[ b: + a ' ) { c2 + b:

Xuất phát từ bài toán mở dầu, ta dã xây dựng 
dược bài toán 1 rốt có ý nghĩa. Bang việc dặc biệt
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bài toán mới. Tuy nhiên, các bãi toán dó mứi chi !à 
những thay đổi về hệ sổ mà chira có sự thny đối về 
bien thức (làm dược dicu này ta sẽ dược các bài toán 
mới hay và khó hơn). Ta xót một cách thay dối bicii 
thức ỡ mẫu như s;ui:

Với a  > 0 ,  ta có:
_ » I - Ia a 2 a-------- ---------- > .

a* + b: + «ab

V v/l 3Ụ IVV*I liyp UI/ I /\1V|-VJ1V| III1U ircil Ul licp  It

rộng ket quá cùa bài toán nur dằu theo hướng 
bậc cũa các bien và dược bài toán 5 nlnr sau: 

Bài («án 5: Với a, b, c 0. clúmg minh:

as Ị /  c< 2
a 1 + h ' h4 + c ' c ' f a1 2

.  Ị  •

[ b c 
— + —  + 

V a b

a: + b : + ~ (a : + b: ) a + 2 a: + b:

Tương tự, ta cỏ:
b’ 2 h' .

—;------ ------------> -------.—7-— r  và
b + c + abc a  + 2 b + c

ọ  ___— ----------" 7 + H — :------T- * ~ĩ----- :—
a + b + «ab b + c + «xbc c + a +

2 a + b + c
u  +  2 2

Lời giãi: Tacó
2 (  a ' b ’ c '

Q -  — — ;■ + —r~—7 +a + 2 V a + b b +c c + a
2 a + b + c

a  ca

a + 2
I

Từ bải toán 3, chọn (X = —— > 0 , ta đir<rc bài
abc

toán 4 dưói đày:
Bài toán 4: Vứi a,b,c > 0 , chứng minh:

ca’ ab' bc'

c (a2 + b r) + l a(b3+ c 2] + l b(c2 + a ‘ ) + l

> abc í—+ k *  ° 1 
^ I  + 2abc )

Việc xây dụng và mờ rộng các bài toán ở trên 
đều theo hướng sử dụng BDT AM-GM cho hai số 
dương ò biếu thức phân thức bằng cách khéo Ico 
chọn các hệ sổ, thêm bớt các biếu thức. Các bài toán 
trên dược mớ rộng bang cách dưa them hệ sổ vào 
biến và cộng thêm biếu thức chúa biến. Một hướng 
để mờ rộng kết quà của một bài toán nữa là chúng

> a + b i  c 

!.ừi giãi: Ta cỏ:
s I :  ’ ,2a b a b

= a -
a4 + b ' a a4 + b' 

Tirưng hr, ĩa được:

2aa '  + b4
bs 2
- â b - Ặ  b'  + c'  2b

c: + a : +uca a  + 2 c: + a :
Cộng các BDT trên và áp dụtì!» bài toán mữ dầu, 

ta được bài toán 3 duứi dây:
Bài toán 3: Với a,b.c > 0 ,«  > 0 . chứng minh:

b ’

Cộng các BDT trôn ta dược die» phái cl 
minh.

Vứi cách nâng bậc các bien cùa bài toán nur 
la dirạc bài toán 5; tuy nhiên ả vế phải khi đó 
cộng thêm một biếu thức chira căn bậc hai. Dẻ 
mất biếu thức nảy. ta có the SŨ dụng kỹ thuật tát 
thêm bứt phii hợp trong việc áp dụng bất dấng 
A M  - GM. Cụ thẻ:

a (a ‘ f b ’ ) _ ab1 
a' + 2b,_ ~ a ~ a' + 2b'

a1 + b' + b’

> a -  b
a ' + 2 b '  

Tưtmg tự, ta được

: (c ‘ + a * ) ằ a

3

b
= a —n

b + 2c 3

c l c + a ) a
c’ +2a '  3

Cộng các BDT trên la đưực bài toán 6 như s 
Uài toán 6: Với a, b, c > 0. chứng minh:

a(a ’ + b ’ ) b(b ' + c ')  c(c ’ + a ’ ) 2
- V — T - + -  r - - ,  + , - /  > - ( a  + b +

a + 2b b + 2c c’ +2aJ 3 V

Băng kỹ thuật cộng thêm bien thức ở dưới 1 

tưcmg tự như ở bài toán 3 và kct hạp với bài toán 
cỏ thổ xây dựng bài toán mới, cụ the như sau: 

Với a > 0, ta có:
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.v + 2 b ' + aab- a> + 2b. + “ ( a ' + 2 h ' )

3 a (a* + b ’ j  

~ 3 + u a' + 2h'

Tương tự. ta dược:

h(b'  + c ’ ) 3 b ( b ' + c ' )
7 7 —  ,- - - - - - - — — ỉ.  v à
b + 2c + ubc 3 + a  b + 2c

3 c (c ’ + a ' )

c'  + 2a' + uca: 3 + ư c ' + 2a'

Cộng các B ỉ) r  trên và kct hạp vái bài toán số 6, 
ta dirợc hài toán số 7 Iiliư sau:

Bài loán 7: Vứi a,b.c.u > 0 , chửng minh:

a(a'  f b ' |  b { b ' + c ' Ị  c[c'  + a ‘ Ị

a'  + 2b ' +«ab '  b ' + 2 c l 4abc '  c' + 2a' + aca:

3 + Ci
(a + b ♦ c)

I
'ỉ ử bài toán 7. chon « -  ——, ta dirtrc hài toán

abc

8 dirói dây:
Bài toán 8: VcVi a. b. c '• 0. chứng minh:

ae(a'  * b ' Ị  ;ib(b ' + c 'Ị  c b Ị c ' + a ' j

c(a'  4 2 b ' Ị + b a [ h ' + 2 c ' )  + c b(c'  + 2a' )  + a

2ahc(a ( bn c)
"  I I -Vìhc

Vái kỹ thuật xây dựim tương tự nlnr ớ bài toán
5. ta có:

a' , ; j 'ỉr ’ . ,, a ’ + h :a ---- ------- > ¡J -  ;i h -

— _ _ 4 _ ------r  +  - r ^  - > -----------— ----------
a' + b* I) + c c + a 2

la tiếp lục sứ dụng kỹ thuật cộnu hiều ll 
mẫu quen thuộc nlnr dã dùng ũ bài toán 3 và bài 
7 dồng thời két hợp vói bài toán 9, ta cỏ:

Với a > 0 , ta cỏ

a: + b ’ + uab a*’ + b: + -- (a : + b: ) 

h'

u  + 2

........................ b 2í ương lự, tacó: —----- ----------> --------
b + c + ttbc (X + 2 h:

và —----------------¿ ---------
c '  4 3  4 a c a  a  +  2 k c: + a:

Cộng các BDT Iren và kcl hựp vói hài toán 
Ja d ư ợ c  h à i  toán s ổ  1 0  n h ư  sau :

Bài toán ÎÜ: Với a.b.e.u > 0 , chứng mini
_ s ,< s

/X _  a  b  cọ  _ ------  -------  + ------------  + -- ----- ------
a + b 4 aab b + c + ubc c + a' + u

> — -— (a ' + b' + c' )
2 4 «X ’

Ĩ.ÌTÌ giãi: Ta có 
a1 Ia a_ — ^--------- > ---------------:--------------

a Ï b  +  (/uh  : , . ;  , f t  /  ;  , , :  V
a +  h f - Ị a  4- b j  

Suv ra. ta có:

2 + a a'

2 + a

{ *• L' ' \a h C l
- - - - - -  t 77——
a t h b + e c i a )

•** I a t  i2 a + b + c
2 + (Jt

;V I b: 2 ( . r + br )

, a h , n' I a ' 4 b ' 2 , h'
------- > a ------------------- -- —a

6
= a — — > a -  -> - — a -

6

h' -> c '
Tirtri!" tự. la dirợc: —r—— r >  —h 1-  —  và

h u  3 6

^ L _ > r c' _ i L
c : + a: 3 6

Cộim các BDT Iron ta dirirc hài toán 9 như sau: 
Sỉài toán 9: Vói a. b. c • 0. chirniỉ minh:

i tr hài toán 10. chọnu - -1 ta dirợc bài ten'll 
ilưứi (.lây:

Bài (oán I I :  Với a.b.e - 0. clurim minh:
;i b c ; 11 t

:r’ + h: + ab b‘ + c ’ f bc c  + a: + ca
( Î  tren cliũiiL', ta dã mờ rộim hài toán lừ I11ỘI 

hài loán cụ thể. với cách làm urơng tự ta có thê 
rộnii và xây ilirnu ilirạc nhiều hài toán kliác. Ciic 
toán trôn nốu tlặl ciộc lập nlian thi cỉố giái dưực ch 
sẽ không hc dơn ỵiãn. Nliirnu với cách tạo ra các 
toán như trên, chúng ta lliầv các bài toán Jỏ có 
quan hệ với nhau, có cùng phương phưưnu pháp 
dựng và cách cluhm minh. Dựa vào kỹ thuật ch
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NGHIÊN CỨU & ỨNG DỤNG II
minh các bài toán đó, chúng ta dồ dàng chững minh Ị >
dược các bãi toán tổniỉ quát sau: Suy ra Q > —- — - 7— —  +■ —— r  + r-----7

A , ... 2 + ư la  + b  h +c c + a ' ,H à i  t o á n  t o n «  q u á t  I h ử  I :  ( h o  v
a.b.c > 0;n € N.n > 2 , clúmg minh: 2 a:" 1 + b :" 1 *-c:" 1

a;" ' bỉn ' c :" "  J I :" M ) ' " 1 H -'*  1 2 + u 2
~ + b’ + c : c- + ■> Từ bài toán tồng quát tliir 2 ta thấy, với n I ta

l-ài giãi: la có: tĩiRTL’ hài toán 4; II -  2,u -  —— >0 ta dirơc hài toán
;|-n"  :ih i,nL 

_ _ _ _ _  -  a:" 1 r "  ’ h
a: + a*’ + b: fy' "  ”  ~'ft = * ta t*irtTC kài to;,n * M*ur lrm *’ k;|y ũ

1 : - n  tròn.V * n  I t ỉ  * f  Ị )  f l  n  *n I 3 l )  •*
ằ a -  — -—  -  a " ------------ Hai toán tồng quát thứ .»: Cho a.b.c > 0 ; n o N .

clúmg minh rằng:
« ■  I L » ’ !  B * l  •  /  ,  fl I» a n  ,  n 8  \

3 h c >1 1 ÍU? J  1 .1---------* —--------+ —------+ -  a -b-+b c f c  Ja-
a" I b" h " f c B c" + a" 2\„211.1 -  -  - -

= *  j p i  >  a ỉ « - » ---------------------- 2ỉLzA-------------------

a + b 2 > a f h i  c

= a i - *
( ĩ n - Ĩ Ị a * 1* ! . » 1 .n a - '  t r "

2(2n — I > 2n — I 4 n - 2  1-i'i giài: i ' j  w  ’  —  -  a -  a 'b ; - *  '

U - ' 0 * 1 :... 0 nh c , " « I n "
luong  tự. ta cỏ: - Ị Ị - ^  > - - i—  vá . . ’ U « - * ! . -  .

> u ------- -----— ——— = a -  ■
2 a" + b" 2’ «  ,  1 1  1 - . »  «í .  u  T  l í  .

c:" 1 nc : a
--------------------- ---  > ------------------------------------------------------- n  II

c +a 2n — I 4n — 2 ^"'1 b *c :
. . .  __ . Tinmg tự, ta có: ——--------------------------> b -------  —  và
Vậy, ta có: 47 b" + cn 2

- u:» ỉ „U*" ỉ -ỉ" 1 - „ ỉ"  ’~  na b nb c nc aọ>—-------------+ —------------- +ọ > _ ----------- ------ * _ ---------- :----- + —--------- ------- 1-; =
2 n - l  An- 2  2n - 1 4 n - 2  2 n - l  4 n - 2  >c  —

( 2 n - l ) ,  , , , ;n.: . a:- i + b !- ĩ + cỉ - i  c" +a" 2 ,
-  (ị n _ 1 ( a +c Ị = 2 Cộng các BĐT trên ta thu được BĐT cần chứng

ỉ minh.
Bài (oán lông quát Ihứ 2: Cho . .. 4 . 1 _ ., „  VI ^ ' I ừ bài toán tông quát thư 3 ta thây, với n-̂ 2 ta

a,b,c,a > 0;n G N,n > 2 , chimg minh: , . . .  . . , 1  . . . .  ..s đưực bài toán mở dâu, với n~3 ta dược bài toán 7, với
ọ  ____ a2" ' 1 b:i” ' c:ni1 n "4 ta được bài toán 8.

a: + b2 + aab b: + c: + abc c: + a: + aca Với các bài toán tông quát trên, chúng ta có thè
1 , đặc biệt hoá các bậc và hộ số của các biến, ta sẽ thu

ĩ n - l  l ĩ n - l  : n - l \  '  X

2 + a  '  đirực một sô lượng lớn các bải toán BDT hay và khó.
..........  f 3. Kct luận

-ƠI giai: Ta co Từ bài toán gốc vái kỹ thuât xây dưng và
: n . i  : « • !  - )  a : n . i  e  J  J  ,

------ -----------_ > ______ r _________ =z—Z------ -------  chimg minh BDT phân thức dạng hiệu băng cách
a‘ + b* + ttab a: + b: + « (a: + ) 2 + a a* + b ' *.t hỵp v^j  BDT' AM -G M  cho hai số không âm,

2 chúng ta có thể xây dựng được một hộ thống các hài
b 'B■1 2 b:" -1 toán BDT mái. Ngoài ra, thông qua bài viổt giíip ns

., a co: + c; + 2 + u b: + c ' thấy được các Inrứng mớ rộng từ một bải toán cho
2„.| -  2n.i trước bang cách thcm bứt, tách các !iệ so và biểu ̂ c z, cva —----------------> —-- -----I ------

c + a2 + aca 2 + a Ò  a: íXpm tipi(Xem tiêp trang 9)
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lượng dào tạo s v  ngành Giáo dục Tiếu học, chúng 
lôi dổ xuất một số biện pháp như sau:

a. Bài giáiiy cần đưực Ihiềt kc theo modul, có 
các vấn đỏ nuhiêii cứu xêmina tháo luận tại lớp, có 
các van đồ tự nghiên cửu lại tilui và da dạng các bài 
tập tien luận tự học dạng lích hợp nêu trôn.

h. Tồ chúc tiểt dạy học tròn lớp:
- ( ỉiãni» viên không trình bày lại các kiến thức 

sẫn có trong giáo trình mà dỏ là nhiệm vụ cùa s v  
phái dọc tnrứe ở nhà;

- Tô clúrc chia lìhỏin chữa các bài tập vận dụng 
và xêminu các vẩn dề tích hợp;

- Giãng viên giao các vấn dồ nghiên cứu do 
chuẩn bị cho việc tích hợp kiến thức ờ tiết học tiếp 
theo.

c. Cách đánh giá
- Cột điếm kiềm tra thtrờim kv (nôn chọn trọnii 

sổ 0.5 dể đánh ỉ>iá cao sụ tự học lự nghiên cửu của 
SV): Dược tỉnh hảỉỉg írung hình cộng cùa Hài kiểm 
tra giữa kỳ (tự luận) và hài Ticu luận tự hục:

- Bài thi kết thúc môn học (tự luận): Nôn chọn 
ìrọng số 0.5.

Cấu trúc hài kiếm tra giữa kỳ và bài thi kết thúc 
môn học cẩn phái thiết kế giống nhau: gồm có 02 
phần, phần bài tập vận dụng chi cằn giai dúng và 
phần bài tập dạng tích hạp kiến thức Toán cơ bản với 
kiến thức Toán Tiếu hục.

Ngoài ra, còn cỏ hỉnh thức đánh giá chuyên cần: 
Giàng viên cộng 0,25 điểm cho mỗi lần s V phát biếu 
dúng (cộng dồn vào cột điếm kiềm tra hoặc cột dicni 
Tiểu luận tự học). Với cách đánh giá này, nếu như 
bài kiểm tra và bài tiểu luận tự học đạt dicm chưa cao 
ìhì s v  vẫn có nhiều cơ hội tích lũy điểm dc cải thiện 
chúng bang cách cổ gáng nghiên cứu phát biếu ý kiến

xay dựng bài.
Làm rõ dược các moi liên hệ giữa Toán cao cap 

vói nội chintz Toán Tiếu học trong quá trinh dạy học 
các môn học Toán sẽ giúp s v  nhận thúc dúntĩ dấn 
linh thần, quan điểm. ngôn ngữ và phirmig pháp cùa 
Toán c:k> cấp trong việc dạy học Toán ỡ Tiếu học; 
hình thành cho s v  khá nàng lý giái cơ sớ khoa học 
cùa những vân dề họ phái dạy ừ Tiếu học. Từ dỏ giúp 
s V nhận thúc việc học các học phần Toán học là thiết 
tlụrc và hổ ích. Cìóp phần nàng cao “ Tính dạy nghe’* 
cho s v  ngay từ nlũmg môn học thuộc khoa học cu 
hán.

3. Kc í  luận

Việc tích hạp Toán cơ hãn với Toán Tiểu học 
là việc làm đúng dan nhan) nâng cao chắt lưựng đào 
tạo trong trường Sư phạm hiỌn nay. Tuy nhiên việc 
làm này CÙI1 nhiều khó khăn đỏi hỏi phái có sự kết 
hạp nhiều biộn pliáp hợp tỉ. Những V kiến và hiện 
pháp iron đây chi ià những ãuy nghĩ bước đầu cùa 
chúng tôi trung C|uá trinh dạy hục. »long được các 
dồng nghiệp cùng quail tâm dc chất lượng dạy học 
ngày càng hiệu quá.
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PHẮT ĨRIẾN ĨƯ DUY SÁNG TẠO..
thức của bien. Việc GV vận dụng một cách hợp ỉỷ 
hirớng khai thác một bài toán như trên trong quá 
trinh dạy học sẽ góp phẩn giúp các cm rèn luyện 
được khả năng giãi toán BĐT và phát trien khà năng 
tư duy sáng tạo cho bàn thân.
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