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MO DAU

Do do Jensen la @6 do phan 4nh mot s tinh chat co ban cia ham diéu
hoa dudi, dic biét ciia ham da diéu hoa dudi. Vi vay, do do nay dong vai trd
quan trong trong giai tich phirc va Iy thuyét da thé vi.

Luan vin gdm hai chuong. Chuong I trinh bay mot sb kién thic co ban
vé giai tich phtc va ly thuyét da thé vi. Chuong II trinh bay chi tiét va co
phan ndo phéat trién cong trinh « Jensen measure” gan diy cta Thomas
J.Ransford (2002) vé do do Jensen.

Pé hoan thanh dwoc ludn vin nay, tdc gid xin bay t6 long kinh trong va
biét on GS - TSKH Nguyén Van Khué nguoi thay da tin tinh givip dé trong
suot qud trinh hoc tdp va nghién ciru.

Tdc gid xin trdn trong cam on cdc thdy cé gido truong Pai hoc sw pham
thuéc Pai hoc Thdi Nguyén, cdc thdy cé gido truong Dai hoc s pham Ha
Néi va cdc thdy cé gido vién Todn hoc Viét Nam da giang day va givip dé tdc
gia hoan thanh khoa hoc.

Pong thoi tdc gid xin chdn thanh cam on trwong THPT Hiép Hoa s 4
tinh Bac Giang, gia dinh va ban bé da dong vién, givip do va tao diéu kién vé

moi mat trong qua trinh tac gia hoc tap.

Thai Nguyén, thang 10 nam 2009.
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Chuong 1.
CAC KIEN THUC VE LY THUYET THE VI
1.1 Ham diéu hoa duéi

Trong muc nay, do(x) ludn ki higu 1a dién tich mat cau 6B(x,,r). Pt

Luan=——/[ u@do()
Cyr Jaxn)
1 o
A(u,a,r)=—; u(z)dl (2)
bdr o B(x,r)

goi 1a cac trung binh tich phan ciia u trén mit ciu 6B(x,,r) va trén hinh cau
B(x,,r).Trong d6, C,=0c(6B(0,1)) la di¢n tich mit cau don vi va
b, =1 (B(0,1)) la thé tich hinh cau don vi trong R®.

1.1.1 DPinh Nghia

Mot ham u xac dinh trén tdp con mo € cua RY vao [—¥ ¥ ) dwoc goi
la diéu hoa dudi trén Q néu cdc diéu kién sau thoa man:

() u la ham nira lién tuc trén.

(i) Néu x lamét diém tup ¥ trong Q thi véi v >0 tuy ¥, di nhé ta cé

u(x) <L(u,a,r).

Mot vi du dién hinh trong truong hop d =2 1a hamlog|f (z)| véi f la
ham chinh hinh bat ki trong R® xem nhu mat phang phirc. Ta xét mot vi duy
vé ham diéu hoa dudi khac trong truong hop d > 2 1a ham

NORS K

Ham nay diéu hoa trong R® ({0} va bang - ¥ tai 0. Ta ki hiéu tap tat
ca cac ham diéu hod dudi trén Q 13 SH (). Cha ¥ ring, v6i dinh nghia nay,
ham dong nhat - ¥ trén Q ciing 12 ham diéu hoa duéi. Tinh chat ndi bat cua

ham diéu hoa dudi 1a nguyén Iy cuc dai, néu trong dinh 1y duéi day.
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1.1.2. Pinh ly (Nguyén ly modun cuc dai)

Gid sir Q la mét mién bi chdn trong R® va ueSH (Q). Khi dé

(1) Néu u dat gia tri cuc trén Q thi u la ham hcing.

(i) Neu limsup, . <0 véi moi diém & trén Q) thi u<0 trén Q.
Chung minh.

(i) Gia sir u dat gia tri cuc dai M trong Q. bat

A={xeQ: u(x) <M}, B={xeQ: u(x)=M}

Khi do, A, B la hai tap roi nhau va Q=AEB. Do u la nta lién tyc trén
nén A la tip mo. Sir dung bat dang thirc duéi trung binh dbi véi ham diéu hoa
dudita co B la tap mo. Do Q lién thong, B= < nén B=Q. Vay u la ham
hang.

(if) Thc trién u toi bién cua Q bang cach dat u(£) =limsup, . u(x) véi
moi £ €0Q. Khido, u la nira lién tuc trén trén tap Q compact nén nod dat cuc
dai tai mot diém y e Q. Néu y € 8Q thi theo gia thiét u(y) <0, suy ra u<o0.

Néu yeQ thido (i), ta c6 u 1a ham hang trén Q. Khi d6 hién nhién
u<ao.

1.1.3. Pinh ly (Dan cac ham diéu hoa dwéi)
Cho Q la mot tdp con mo cua RY vaw la tdp con thuc su, mo trong €.

Néu ueSH (Q), veSH (o) va limsup,, V(X) <u(y) véi moi yeowCQ,

) I max{u(y),v su v
khi do neu dat a)(y)Zi { () (y)} ne/u yA @
fu(y) néu yl Qo

thi
®weSH (Q).
Chung minh.

Boi dicu kién limsup, , V() <u(y) tacod @ la ham nua lién tyc trén trén
Q. Ta chi can ching minh bat dang thire dudi trung binh dia phuong. Tac 1a
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Vi mdi x e Q ton tai R >0 sao cho vai moi 0<r <R tacod w(x) < L(w;x,r).
Diéu nay Ia hién nhién néu x e Q ().

Trong truong hop Xxedw ton tai R sao cho O<r<R ta c6
u(x) <L(u,x,r). Khidé

w(x)=u(x)<L(u,x,r)<L(wXr)

védimoi 0<r<R.vay we SH(Q).

Cho Q la tap con mo cia R?, bai toan Dirichlet ¢6 dién trén Q 1a: Cho
truée ham f e C(4Q), tim ham diéu hoa h trén Q, lién tuc trén Q sao cho
h=f trén 6Q. Truong hop Q la hinh cau bai toan da duoc giai quyét tron

i

J— voi moi
%=yl

ven boi cbng thuc tich phan poisson. Bat P(x;y) =

x, yeR® sao cho x=y. Ham (x,y) > P(x, y)/ (c,|X|) goi 1 nhan posson
trong R?. Ta cd dinh Iy sau day.
1.1.4 Pinh Iy

Cho f eC(dB(a,r)) véi acR" va r>0. Khi dé néu dat

f(y) néu Yy eoB(a,r)
Vi) = {r“L(P(x _ay-a)f(x;ar) néu yeB(ar)
thi v I nghiém duy nhdt ciia bai todn Dirichlet trén B(a,r) véi ham bién f .
Vi cac Ki hiéu nhu trén thi
PI(f,B(a,r))=r'?L(P(x—a,y—a)f(x);a,r) (1.1

Puoc goi la tich phan poisson cia f trén B.
1.1.5 Pinh ly (Poisson Modification).

Gia sw Q la mot tap mo trong RY va B la mét hinh cau trong Q. Cho u

la mét ham diéu hoa duéi trén Q khéng dong nhat bang - ¥ . Dt
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— | PI(u,B)(y) néu yeB
i) = u(y) néu yeQlB

Khi @6 u diéu hod dudi trén Q va diéu hoa trong B. Hon nita u>u trén Q.
1.2. Ham Green
Trong phan nay la mot s6 két qua co ban caa ham Green, mot d6i tuong
quan trong trong ly thuyét thé vi.
1.2.1 Dinh nghia
Gia s Q la mot tdp con mo cua RY. Mot ham Green (néu ton tai) cho
tap mo Q la mot ham G, :QxQ— [- ¥ ¥ ) Vi cdc tinh chdt sau:
(i) G, (X,) =u, +h, ¢d6 véi méi xeQ, h la ham diéu hoa trong Q.
(i) G, <0.
(iii) Néu véi xeQ, v, la mét ham diéu hoa duéi <0 va la tong ciia
u, va mot ham diéu hoa dudi, thi v, <G, (X,-).
NG6i cach khac, véi mdi xe Q, G, (x,) la cuc dai trong I6p cac ham <0
ma c6 thé viét dudi dang U, + o, & d6 @, eSH (Q).
1.2.2. Dinh ly
Ham Green G, ctia tdp mé Q néu ton tai la duy nhat.
Chung minh.
Gia st G/, 1a mot ham Green tha hai cia Q. Boi diéu kién (iii) trong
dinh nghia, G', >G, va G, >G',. Do d6 G, =G',.
Chung ta c6 hai dinh Iy sau n6i vé su ton tai ciia ham Green.
1.2.3 Dinh ly
Gia sir Q1 R la mét tdp con mo véi d >3. Khi dé € 1a ham Green.
1.2.4 Pinh ly (Myrberg, 1933).

Néu Q la mét tdp con mé ciia R?, khi d6 cdc diéu kién sau la twong dwong:
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(i) R* CIQ khéng la tap cuc.

(ii) Ton tai ham diéu hoa dudi Gm xdc dinh trén Q.

(iii) Q c6 ham Green.
Chuzng minh,

(Xem dinh 1i 8.33, [14])
1.3 Tap cuc

Chung ta s& nghién ctru tp nhitng diém ma & dé6 mot ham diéu hoa dudi
lay gia tri - ¥ . Chlng c6 vai trd nhu nhiing tap c6 d6 do khdng trong ly
thuyét do do.
1.3.1 Dinh nghia

Mot tap hop Z I RY duwoc goi la mot tap cuc néu cé mot tap mo U E Z
va mot ham ueSH (U) sao cho u=—¥ trén Z va u=—¥ trén moi thanh
phan lién théng ciia U .
1.3.2 Dinh ly

Gid sir U la mét ham diéu hod dudi trén tdp mo Q. Khi do tdp

E={yeQ:u(y)=—¥}

la mot tap G;. Néu Z 1a mét tdp cuee thi nd 14 tdp con cia mét tap G; cuc.
Hon nita, moi tdp con cua mot tap cuc la mot tdp cuc.
Chutng minh

Vi u nua lién tuc trén nén véi moi j tap hop {xeQ:u(x)<—j} 1a tap
mo. Mat khac E=C,{xeQ: u(x)<—-j}. Do do E la G;- cyc.

Khang dinh tht hai ctia dinh 1y suy ra tir két luan trén va dinh nghia.

Bai tinh kha tich dja phuong ctia ham diéu hoa dudi ta c6 dinh ly sau.
1.3.3 Dinh ly

Néu E la mot tdp cuc thi giao cua no voi moi mat cau cé dién tich mat

khong.
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Dinh Iy dudi ddy cho thay, ham xac dinh cua mot tap cuc c6 thé chon Ia
ham diéu hod dudi trén toan khdng gian.
1.3.4 Pinh ly

Gia sv Z1 RY la mét tdp cuc. Khi do ton tai ham diéu hoa dudi trén
R? saocho u=—¥ trén Z.
Churng minh

(Xem dinh Iy 7.3, 7.4, [14])
1.3.5 Pinh Iy

Néu {Zj} day cac tap cuc thi Ej Zj la tap cuec.
Churng minh

Gia sir u; eSH (R") sao cho u; =—¥ trén Z,. Vi u; hitu han hau khip
noi nén ton tai yeB(0,1) sao cho u;(y)>—¥ v&i moi j. Xem u; chi la
ham trén B(0, j). Vi u; la ham nua lién tyc trén nén sup,,.; u;(x) 1a hiru
han. Vay ta c6 thé chon day céc s6 duong b, sao cho chudi dudi day hoi tu.

ij |:uj(y) —SUpUj(X):|

[x<i
Pit u=>bh {uj(y)—supuj(x)}
j Ixl<i

Xét mot hinh cau cb dinh B(O, k). Moi s6 hang trong chudi trir ra k —1 s hang
dau 12 ham diéu hoa dudi khéng duong. Do vy u diéu hoa duéi trén mdi hinh
cau B(0,k) va do d6 diéu hoa dudi trén R®. RGrang u=—¥ trénE,Z;.
1.4 Dung luwgng

Phan nay nhic lai mot sé khai niém va két qua co ban cua Ii thuyét dung

luong. Chi tiét vé& van dé nay, (xem [14]).
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1.4.1 Dinh nghia
Gia s Q la mot khong gian topo. Mot dung lwong la mot ham tdp hop
¢:E— @¢(E) duoc xdac dinh trén moi tap con ET Q véi gia tri trong [0,¥ ],
thod man cdc tién dé dudi ddy
(i) NeuE1 F1 Q, thi ¢(E)<¢(F) (don diéu tang).
(ii) Néu {Ej} la mot day tang cac tdp con cua Q thi
#(E,E)) = limg(E,)
(iii) Néu {KJ—} la day giam cac tdp compact cua Q thi
#(CK;) =limg(K,)
Dung lwong ¢ dwoc goi la dudi cong tinh néu ¢(&) =0 va ¢ thod man
(iv) Néu E,,E,,...Ia cdc tdp con ciia Q thi
#(EE)<Y HE)).
1.4.2 Dinh nghia
Mot tién dung luong la mot ham tap hop C.E HC(E) dwoc xdac dinh
trén moi tdp con Borel cua Q) voi gia tri trong [0,¥ ], thod mdn cdc tién dé
1.4.1(i), (ii). Tién dung lwong ¢ goi la chinh quy trong néu moi tdp con Borel
E cua Q thoa man:
c(E) =sup{c(K):K1 E, K compact} (1.2)
Twong tw, C goi la chinh quy ngodi néu moi tdp con Borel E cia Q thod
man:
c(E)=inf{c(G):GE E, G md} (1.3)
Khi ¢ la mét tien dung lwong va E1 Q la mét tdp bdt Ki, dung leong

trong ¢.(E) va dung lwong ngoai ¢ (E) dwoc dinh nghia nhuw sau
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