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Líi cam �oan

Luªn v«n n y l  sü nghi¶n cùu �ëc lªp cõa tæi d÷îi sü h÷îng d¨n cõa

PGS. TSKH. Tr¦n V«n T§n, c¡c t i li»u tham kh£o trong luªn v«n l 

trung thüc. Luªn v«n ch÷a tøng �÷ñc cæng bè trong b§t cù cæng tr¼nh

n y.

Th¡i Nguy¶n, th¡ng 05 n«m 2015

T¡c gi£

Bòi Thà Ki·u Oanh
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Líi c£m ìn

Luªn v«n �÷ñc thüc hi»n v  ho n th nh t¤i tr÷íng �¤i håc S÷ ph¤m

- �¤i håc Th¡i Nguy¶n d÷îi dü h÷îng d¨n khoa håc cõa PGS. TSKH.

Tr¦n V«n T§n. Qua �¥y, t¡c gi£ xin �÷ñc gûi líi c£m ìn s¥u sc nh§t

�¸n th¦y gi¡o, ng÷íi h÷îng d¨n khoa håc cõa m¼nh, PGS. TSKH. Tr¦n

V«n T§n, ng÷íi �¢ �÷a ra �· t i v  tªn t¼nh h÷îng d¨n trong suèt qu¡

tr¼nh nghi¶n cùu cõa t¡c gi£. �çng thíi t¡c gi£ công ch¥n th nh c£m

ìn c¡c th¦y cæ trong khoa To¡n, khoa Sau �¤i håc - Tr÷íng �¤i håc S÷

ph¤m, �¤i håc Th¡i Nguy¶n, �¢ t¤o måi �i·u ki»n cho t¡c gi£ v· t i li»u

v  thõ töc h nh ch½nh �º t¡c gi£ ho n th nh b£n luªn v«n n y. T¡c gi£

công gûi líi c£m ìn �¸n gia �¼nh v  c¡c b¤n trong lîp Cao håc To¡n

k21b, �¢ �ëng vi¶n gióp �ï t¡c gi£ trong qu¡ tr¼nh håc tªp v  l m luªn

v«n.

Do thíi gian ngn v  khèi l÷ñng ki¸n thùc lîn, chc chn b£n luªn

v«n khæng thº tr¡nh khäi nhúng thi¸u sât, t¡c gi£ r§t mong nhªn �÷ñc

sü ch¿ b£o tªn t¼nh cõa c¡c th¦y cæ v  b¤n b± �çng nghi»p, t¡c gi£ xin

ch¥n th nh c£m ìn!

Th¡i Nguy¶n, th¡ng 05 n«m 2015

T¡c gi£

Bòi Thà Ki·u Oanh
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Mð �¦u

1. Lþ do chån luªn v«n
Lþ thuy¸t Nevanlinna l  mët lþ thuy¸t �µp cõa gi£i t½ch phùc trong th¸

k� 20, �÷ñc ph¡t triºn bði nh  To¡n håc R. Nevanlinna. Nâ mët trong

nhúng ph¦n quan trång nh§t cõa gi£i t½ch phùc. Hi»n nay lþ thuy¸t

Nevanlinna trð th nh trung t¥m cõa gi£i t½ch phùc v  t¼m th§y ùng

döng ngay c£ trong nhúng l¾nh vüc t÷ðng chøng r§t xa nh÷: lþ thuy¸t

sè, ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n, vªt lþ. Nhúng t¶n tuêi lîn nh§t �âng gâp cho

lþ thuy¸t Nevanlinna công �çng thíi l  nhúng t¶n tuêi lîn nh§t cõa to¡n

håc: R. Nevanlinna, H.Cartan, H.Weyl, L.Alhfors, Ph.Griffiths, ... �ành

lþ cì b£n thù hai cõa Nevanlinna l  mët k¸t qu£ r§t s¥u sc trong Gi£i

t½ch phùc. Mët trong nhúng k¸t qu£ s¥u sc trong gi£i t½ch phùc mët

bi¸n l  �ành lþ Picard v· gi¡ trà ngo¤i l», �ành lþ Picard nâi r¬ng mët

h m ph¥n h¼nh f tr¶n C m  bä qua 3 gi¡ trà th¼ f ph£i l  h m h¬ng.

�¥y công l  �i·u kh¡c bi»t cì b£n giúa gi£i t½ch thüc v  gi£i t½ch phùc.

Chóng ta �·u bi¸t r¬ng �ành lþ Picard công ch¿ l  mët h» qu£ cõa �ành

lþ cì b£n thù hai. Nh¬m gi£m sè �iºm c¦n tr¡nh trong �ành lþ Picard,

n«m 1958, Hayman �¢ chùng minh �ành lþ kiºu Picard cho h m ph¥n

h¼nh v  �¤o h m �N¸u h m ph¥n h¼nh f tr¶n C thäa m¢n f 6= 0 v 

f ′ 6= 1 th¼ f ph£i l  h m h¬ng�. Hayman câ �÷ñc k¸t qu£ n y tø �ành

lþ �Hayman's Alternative� trong �Picard value of meromorphic functions

and their derivatives�, Ann. of Math. 70(1959), 9−42. Kº tø sau b i b¡o

n y cõa Hayman, câ r§t nhi·u t¡c gi£ �¢ nghi¶n cùu ph¥n bè gi¡ trà cho

h m ph¥n h¼nh v  �¤o h m, v  têng qu¡t k¸t qu£ cõa Hayman trong

nhúng t¼nh huèng kh¡c nhau. Hi»n nay h÷îng nghi¶n cùu n y �ang ph¡t
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triºn h¸t sùc m¤nh m³, thu �÷ñc nhi·u k¸t qu£ quan trång trong c£ gi£i

t½ch phùc v  gi£i t½ch p− adic. Ch½nh v¼ vªy, chóng tæi chån �· t i �V·

khæng �iºm cõa �a thùc �¤o h m� thuëc h÷îng nghi¶n cùu nâi tr¶n.

2. Ph÷ìng ph¡p nghi¶n cùu
S÷u t¦m v  �åc t i li»u tø c¡c t¤p ch½ to¡n håc trong n÷îc v  quèc t¸

li¶n quan �¸n lþ thuy¸t ph¥n bè gi¡ trà cho h m ph¥n h¼nh v  �¤o h m.

Qua �â, t¼m hiºu v  nghi¶n cùu c¡c v§n �· trong luªn v«n.

3. Möc �½ch cõa luªn v«n
Möc �½ch cõa luªn v«n n y l  tr¼nh b y l¤i mët sè k¸t qu£ cõa W.

Hayman, W. Bergweiler, J. K. Langley, A. Eremenko v  mët sè t¡c gi£

kh¡c trong h÷îng nghi¶n cùu n y.

4. Nëi dung cõa luªn v«n
Luªn v«n gçm 3 ch÷ìng

Ch÷ìng 1. Lþ thuy¸t Nevanlinna v  sü ph¥n bè gi¡ trà cõa h m ph¥n

h¼nh

Ch÷ìng 2. V· �ành lþ lüa chån Hayman

Ch÷ìng 3. V· khæng �iºm cõa �a thùc �¤o h m cõa mët h m ph¥n

h¼nh
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Ch÷ìng 1

Lþ thuy¸t Nevanlinna v  sü ph¥n

bè gi¡ trà cõa h m ph¥n h¼nh

Trong ch÷ìng n y, chóng tæi nhc l¤i mët sè �ành ngh¾a, k¸t qu£ cì

b£n cõa Lþ thuy¸t Nevanlinna cho h m ph¥n h¼nh tr¶n C.

1.1 Mët sè �ành ngh¾a cì b£n

�ành ngh¾a 1.1.1. Mët h m ph¥n h¼nh tr¶n m°t ph¯ng phùc C l  mët

h m ch¿nh h¼nh tr¶n C trø ra c¡c �iºm b§t th÷íng l  cüc �iºm.

Cho n l  sè tü nhi¶n khæng ¥m.

�ành ngh¾a 1.1.2. Cho f l  h m ch¿nh h¼nh kh¡c h¬ng tr¶n C. Mët

�iºm z0 ∈ C �÷ñc gåi l  khæng �iºm c§p n cõa f n¸u trong l¥n cªn cõa

z0, f câ biºu di¹n d÷îi d¤ng f(z) = (z − z0)
nh(z), h(z) l  h m ch¿nh

h¼nh trong l¥n cªn cõa z0, h(z0) 6= 0.

�ành ngh¾a 1.1.3. Cho f l  h m ph¥n h¼nh kh¡c h¬ng tr¶n C. Mët

�iºm z0 ∈ C �÷ñc gåi l  cüc �iºm c§p n cõa f n¸u z0 l  khæng �iºm c§p

n cõa h m
1

f
.

C¡c khæng �iºm, cüc �iºm câ c§p 1 cán �÷ñc gåi l  c¡c khæng �iºm

v  cüc �iºm �ìn.



4

V½ dö 1.1.4. H m sin2 z câ khæng �iºm c§p 2 t¤i z0 = 0. H m tan z câ

cüc �iºm �ìn t¤i z0 =
π

2
.

1.2 Cæng thùc Poisson -Jensen

�ành lþ 1.2.1. (Cæng thùc Poisson -Jensen) Cho f(z) l  h m ph¥n

h¼nh trong h¼nh trán {|z| ≤ R} ; 0 < R < +∞ v  f (z) 6≡ 0. Gi£ sû

aµ (µ = 1, 2, ...,M) l  c¡c khæng �iºm, méi khæng �iºm �÷ñc kº mët sè

l¦n b¬ng bëi cõa nâ, bv (v = 1, 2, ..., N) l  c¡c cüc �iºm cõa f trong h¼nh

trán �â, méi cüc �iºm �÷ñc kº mët sè l¦n b¬ng bëi cõa nâ. Khi �â n¸u

z = r.eiφ, (0 < r < R) , f (z) 6= 0, f (z) 6=∞ th¼

log |f (z)| = 1

2π

2π∫
0

log
∣∣∣f (Reiθ

)∣∣∣ R2 − r2

R2 − 2Rrcos (φ− θ) + r2
dθ

+
M∑
µ=1

log

∣∣∣∣R (z − aµ)

R2 − aµz

∣∣∣∣− N∑
v=1

log

∣∣∣∣R (z − av)
R2 − avz

∣∣∣∣. (1.1)

Cæng thùc (1.1) ch¿ ra r¬ng n¸u bi¸t gi¡ trà cõa mæ�un f(z) tr¶n bi¶n,

c¡c cüc �iºm v  khæng �iºm cõa f(z) trong |z| < R th¼ ta câ thº t¼m

�÷ñc gi¡ trà cõa mæ�un f(z) b¶n trong �¾a |z| < R.

Tr÷íng hñp �°c bi»t t¤i z = 0 cæng thùc (1.1) câ d¤ng

log |f (0)| = 1

2π

2π∫
0

log
∣∣f (Reiθ

)∣∣ dθ +
M∑
µ=1

log
|aµ|
R
−

N∑
v=1

log
|bv|
R
, (1.2)

vîi gi£ thi¸t h m f(0) 6= 0; f(0) 6=∞.

Trong tr÷íng hñp f(0) = 0 ho°c f(0) = ∞, cæng thùc (1.2) thay �êi

mët chót. Khi �â h m f(z) câ khai triºn t¤i l¥n cªn z = 0 d¤ng

f(z) = cλz
λ + . . . , λ ∈ Z.

Ta x²t h m

ψ(z) = Rλf(z)

zλ
.
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Khi �â ta th§y ψ(0) 6= 0,∞, �çng thíi khi z = Reiθ, |ψ(z)| = |f(z)|. Tø
�â ta câ

log |cλ| =
1

2π

∫ 2π

0
log |f(Reiθ)|dθ +

M∑
µ=1

log
|aµ|
R
−

N∑
ν=1

log
|bν|
R
− λ logR.

1.3 C¡c h m Nevanlinna

Vîi méi sè thüc khæng ¥m x, ta kþ hi»u

log+(x) = max {log x; 0} .

Cho f l  h m ph¥n h¼nh tr¶n �¾a D (r) = {z ∈ C : |z| < r}, vîi 0 <

r ≤ ∞. Ta k½ hi»u n(r, f) l  sè cüc �iºm cõa f trong �¾a �âng D(r).

H m �¸m t¤i cüc �iºm cõa f , kþ hi»u N(r, f) v  �÷ñc x¡c �ành nh÷

sau

N (r, f) =

r∫
0

n (t, f)− n (0, f)

t
dt+ n (0, f) log r,

trong �â n (0, f) = lim inft→0 n (t, f).

H m x§p x¿ cõa h m f �÷ñc k½ hi»u m(r, f) v  �÷ñc x¡c �ành bði

m (r, f) =
1

2π

2π∫
0

log+
∣∣f (reiθ)∣∣ dθ.

H m �°c tr÷ng Nevanlinna cõa f , kþ hi»u l  T (r, f) v  �÷ñc x¡c �ành

bði

T (r, f) = m (r, f) +N (r, f) .

Vîi méi a ∈ C, kþ hi»u n(r,
1

f − a
) l  sè c¡c a− �iºm cõa f kº c£ bëi

trong �¾a �âng D(r).

H m �¸m t¤i c¡c a− �iºm cõa f , kþ hi»u l  N(r,
1

f − a
), �÷ñc x¡c


