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Lời cảm ơn

Luận văn này được hoàn thành tại trường Đại học Khoa học - Đại học

Thái Nguyên. Tác giả xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc với GS.TSKH Hà Huy

Khoái, người thầy đã trực tiếp hướng dẫn tận tình và động viên tác giả trong

suốt thời gian nghiên cứu vừa qua.

Xin chân thành cảm ơn tới các thầy, cô giáo trong Khoa Toán - Tin, các

bạn học viên lớp Cao học Toán K7D trường Đại học Khoa học - Đại học Thái

Nguyên, và các bạn đồng nghiệp đã tạo điều kiện thuận lợi, động viên tác giả

trong quá trình học tập và nghiên cứu tại trường.

Tác giả cũng xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc tới gia đình và người thân

luôn khuyến khích, động viên tác giả trong suốt quá trình học tập và làm luận

văn.

Mặc dù có nhiều cố gắng nhưng luận văn khó tránh khỏi những thiếu sót

và hạn chế. Tác giả mong nhận được những ý kiến đóng góp quý báu của các

thầy cô và bạn đọc để luận văn được hoàn thiện hơn.

Thái Nguyên, 2015 Đỗ Thu Thủy

Học viên Cao học Toán K7D,

Trường ĐH Khoa học - ĐH Thái Nguyên



1

Mở đầu

Khi thiết lập những tương tự giữa đa thức và số nguyên, người ta nhận

thấy rằng khó khăn lớn nhất là đối với các số nguyên, không có một khái

niệm đạo hàm như với đa thức. Vì thế, có nhiều cố gắng khác nhau nhằm xây

dựng khái niệm đạo hàm trong tập hợp số nguyên.

Dĩ nhiên bất kỳ khái niệm đạo hàm nào cũng cần phải thoả mãn một số

tính chất cơ bản, như công thức Leibnitz, hay nghiệm của một số phương trình

vi phân đơn giản nhất. Luận văn nhằm trình bày một kết quả trong những cố

gắng xây dựng khái niệm đạo hàm cho tập hợp số nguyên.

Luận văn được chia thành 2 chương với nội dung chính như sau:

Chương 1 trình bày khái niệm, tính chất của đạo hàm của một số tự nhiên

và giải một số phương trình vi phân đơn giản.

Chương 2 mở rộng khái niệm đạo hàm cho một số nguyên, số hữu tỷ, số

vô tỷ và số thực tùy ý.

Thái Nguyên, ngày 20 tháng 11 năm 2015

Đỗ Thu Thủy

Email: huanthuyloi@gmail.com

huanthuyloi@gmail.com
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Chương 1

Đạo hàm của số tự nhiên

Trong chương này, ta định nghĩa đạo hàm của một số nguyên là một ánh

xạ biến mọi số nguyên tố thành 1 và thỏa mãn Quy tắc Leibnitz. Mục đích

chính của chương là xem xét các tính chất cơ bản của ánh xạ trên và chỉ ra

cách tổng quát hóa khái niệm đạo hàm cho trường hợp số hữu tỉ và số thực tùy

ý. Ở đây, chúng tôi giới thiệu một số phỏng đoán, tìm mối liên hệ với phỏng

đoán của Goldbach và phỏng đoán về cặp nguyên tố sánh đôi. Cuối cùng là

giải một số phương trình vi phân đơn giản và tính hàm sinh.

1.1 Đạo hàm của một số tự nhiên

Định nghĩa 1.1.1. Đạo hàm của một số tự nhiên được định nghĩa như sau:

• p′ = 1 với số nguyên tố p bất kỳ,

• (ab)′ = a′b+ ab′ với bất kì a, b ∈ N (Quy tắc Leibnitz).

Ví dụ 1.1.1. Ta có 6′ = (2.3)′ = 2′.3 + 2.3′ = 1.3 + 2.1 = 5.

Dưới đây là danh sách của 18 số nguyên dương và đạo hàm bậc nhất, bậc
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hai, bậc ba của chúng:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

n′ 0 1 1 4 1 5 1 12 6 7 1 16 1 9 8 32 1 21

n′′ 0 0 0 4 0 1 0 16 5 1 0 32 0 6 12 80 0 10

n′′′ 0 0 0 4 0 0 0 32 1 0 0 80 0 5 16 176 0 7

Định lí 1.1.1. a) 1′ = 0, b) 0′ = 0.

Chứng minh. a) Sử dụng Quy tắc Leibnitz, ta có

1 = 12 ⇒ 1′ = (12)′ ⇔ 1′ = 1.1′ + 1′.1⇔ 1′ = 2.1′ ⇒ 1′ = 0.

b) Tương tự, theo Quy tắc Leibnitz ta có

0 = 2.0⇒ 0′ = 2′.0 + 2.0′ ⇔ 0′ = 2.0′ ⇒ 0′ = 0.

Định lí 1.1.2. Cho n là một số tự nhiên bất kỳ. Khi đó, nếu n =
k∏
i=1

pnii thì

n′ = n
k∑
i=1

ni

pi
. (1.1)

Chứng minh. Ta viết n =
m∏
i=1

pi, trong đó pi không cần thiết phải khác nhau.

Ta chứng minh bằng quy nạp trên m rằng nếu n =
m∏
i=1

pi thì n′ = n
m∑
i=1

1

pi
.

Thật vậy, khi m = 1 thì n là số nguyên tố và do đó n′ = 1. Giả sử phát biểu

đúng với bất kỳ k = m ∈ N, tức là nếu n =
m∏
i=1

pi thì n′ = n
m∑
i=1

1

pi
. Khi đó, ta

có

(npm+1)
′ = n′pm+1 + n(pm+1)

′
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= n+ npm+1

m∑
i=1

1

pi

= npm+1

m+1∑
i=1

1

pi
.

Từ đó, suy ra nếu n =
k∏
i=1

pnii thì n′ = n
k∑
i=1

ni

pi
.

Ví dụ 1.1.2. Ta có (60)′ = (22.3.5)′ = 60.

2

2
+

1

3
+

1

5

 = 92.

Chú ý rằng tính chất tuyến tính không đúng trong trường hợp tổng quát:

Với nhiều cặp số a, b, ta có (a+ b)′ 6= a′+ b′. Hơn nữa (ab)′′ 6= a′′+2ab+ b′′

vì ta cần tính chất tuyến tính để chứng minh điều này. Sẽ rất hay nếu ta mô tả

được tất cả các cặp (a, b) là nghiệm của phương trình vi phân (a+b)′ = a′+b′.

Ta có thể tìm được một nghiệm trong bảng trên đó là (4, 8). Nghiệm này có

thể thu được từ nghiệm (1, 2) bằng cách sử dụng kết quả sau:

Định lí 1.1.3. Nếu (a+ b)′ = a′ + b′ thì với k là một số tự nhiên bất kì, ta có

(ka+ kb)′ = (ka)′ + (kb)′.

Điều này cũng đúng đối với bất đẳng thức

(a+ b)′ ≥ a′ + b′ ⇒ (ka+ kb)′ ≥ (ka)′ + (kb)′,

(a+ b)′ ≤ a′ + b′ ⇒ (ka+ kb)′ ≤ (ka)′ + (kb)′.

Hơn nữa, có thể mở rộng cho một tổ hợp tuyến tính, chẳng hạn:(∑
γiai

)′
=
∑

γi(ai)
′ ⇒

(
k
∑

γiai

)′
=
∑

γi(kai)
′.
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Chứng minh. Cách chứng minh cho tất cả các trường hợp đều giống nhau, vì

vậy ta chỉ cần xét cách chứng minh cho một trường hợp, ví dụ trường hợp ≥

với hai số hạng:

(ka+ kb)′ = (k(a+ b))′ = k′(a+ b) + k(a+ b)′

= k′a+ k′b+ k(a+ b)′

≥ k′a+ k′b+ k(a′ + b′)

= k′a+ ka′ + kb′ + k′b

= (ka)′ + (kb)′.

Hệ quả 1.1.1.

(3k)′ = k′ + (2k)′; (2k)′ ≥ 2k′;

(5k)′ ≤ (2k)′ + (3k)′; (5k)′ = (2k)′ + 3(k)′.

Chứng minh. Vì 1′ + 2′ = 0 + 1 = 1 và 3′ = 1 nên 3′ = 1′ + 2′. Theo Định

lý 1.1.3 suy ra

(3k)′ = (1k + 2k)′ = (1k)′ + (2k)′.

Tương tự, ta có

2′ ≥ 1′ + 1′; 5′ ≤ 2′ + 3′; 5′ = 2′ + 3.1′.

Suy ra

(2k)′ ≥ 2k′; (5k)′ ≤ (2k)′ + (3k)′; (5k)′ = (2k)′ + 3(k)′.

Hệ quả được chứng minh.

Dưới đây là danh sách của các cặp (a, b) với a ≤ b ≤ 100, gcd(a, b) = 1

thỏa mãn (a+ b)′ = a′ + b′:

(1, 2), (4, 35), (4, 91), (8, 85), (11, 14), (18, 67), (26, 29)



6

(27, 55), (35, 81), (38, 47), (38, 83), (50, 79), (62, 83), (95, 99)

Định lí 1.1.4. Với số tự nhiên k > 1 bất kì,

n′ ≥ n⇒ (kn)′ ≥ kn.

Chứng minh. Ta có (kn)′ = k′n + kn′ > kn′ ≥ kn. Điều phải chứng minh.

1.2 Phương trình n′ = n

Tiếp theo chúng ta giải một số phương trình vi phân đơn giản đối với số

nguyên dương. Đầu tiên là phương trình n′ = n và trong phần này ta sẽ chứng

minh rằng phương trình này có nghiệm khi và chỉ khi n = pp, trong đó p là

số nguyên tố.

Định lí 1.2.1. Nếu n = pp.m với p là số nguyên tố và m > 1 là số tự nhiên

thì n′ = pp(m+m′) và lim
k→∞

n(k) =∞.

Chứng minh. Theo Quy tắc Leibnitz và (1.1), ta có n′ = (pp)′.m + pp.m′ =

pp(m+m′) > n và bằng quy nạp thì n(k) ≥ n+ k.

Định lí 1.2.2. Cho pk là lũy thừa cao nhất của số nguyên tố p mà chia hết số

tự nhiên n. Nếu 0 < k < p thì pk−1 là lũy thừa cao nhất của p mà chia hết n′.

Đặc biệt, các số n, n′, n′′, . . . , n(k) là khác nhau.

Chứng minh. Đặt n = pkm. Khi đó n′ = kpk−1m+pkm′ = pk−1(km+pm′)

và vì k < p nên km+pm′ không chia hết cho p, do đó n′ chỉ chia hết cho pk−1.

Từ lập luận này suy ra n′′ chỉ chia hết cho pk−2 và các số n, n′, n′′, . . . , n(k) là

khác nhau.

Hệ quả 1.2.1. Số nguyên dương n không có ước chính phương nếu và chỉ nếu

(n, n′) = 1.


