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MỞ ĐẦU 

1. Lý do chọn đề tài 

Tính duy nhất của một hàm nào đó có vai trò quan trọng trong toán học. 

Ở phổ thông ta thường gặp bài toán giải phương trình, việc tìm ra lời giải không 

hề dễ dàng nhưng bằng những cách thông thường ta lại tìm được một nghiệm của 

nó. Công việc của chúng ta là chứng minh hàm số đó có nghiệm duy nhất trên miền 

xác định. 

Tương tự trong giải tích hàm ta có: Giả sử dãy hàm 1( )f x , 2( )f x …, ( )nf x  xác 

định trên miền D thỏa mãn lim ( ) f(x)n
n

f x  thì ta có f(x) là duy nhất.  

Tính duy nhất của một hàm được các nhà toán học rất quan tâm, đặc biệt trong 

giải tích phức. Trong lớp các dãy hàm chỉnh hình chúng ta đã biết Định lí sự tồn tại 

duy nhất của hàm chỉnh hình. Cụ thể: Giả sử cho ( )f z , ( )g z  là các hàm chỉnh 

hình trong miền  mở trong 
n . Nếu ( ) ( )n nf z g z  trên một dãy điểm khác nhau 

nz  mà hội tụ tới một điểm a  thì ( ) ( )f z g z  với mọi z .  

Thế còn lớp hàm đa điều hòa dưới xác định trên miền  mở trong n  thì sao? 

Chúng có là duy nhất hay không, nếu không duy nhất thì chúng phải thỏa mãn điều 

kiện gì để trở thành duy nhất? 

2. Mục đích nghiên cứu  

Mục đích của đề tài này là trình bày một số kết quả gần đây của Nguyễn Quang 

Diệu về tính duy nhất của hàm đa điều hòa dưới trên tập mở  trong n nhằm làm 

sáng tỏ vấn đề trên. 

3. Nhiệm vụ nghiên cứu 

Cho  là miền siêu lồi bị chặn trong n . Cho K  là tập compact lồi 

chỉnh hình trong . Cho 1 2, ( ),u u PSH 1 2,u u  phải thỏa mãn các điều kiện gì để 

chúng bằng nhau trên  . Đây là nhiệm vụ hàng đầu mà ta cần giải quyết. 
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4. Đối tƣợng và phạm vi nghiên cứu 

Ta nghiên cứu trên tập các hàm đa điều hòa dưới, âm trên tập mở  là miền siêu 

lồi bị chặn trong .n  

5. Nội dụng của luận văn 

Nội dung chính của luận văn là trình bày một số kết quả gần đây của Nguyễn 

Quang Diệu về tính duy nhất của hàm đa điều hòa dưới trên tập mở  trong .n  

Chương I. Trình bày các kiến thức cơ sở  như hàm nửa liên tục, đa điều hòa 

dưới, toán tử Monge-Ampère ... làm cơ sở lí thuyết cho chương sau. 

Chương II. Phát biểu và chứng minh chi tiết bài toán về “tính duy nhất của hàm 

đa điều hòa dưới”. 

6. Phƣơng pháp nghiên cứu 

Phương pháp nghiên cứu là dựa vào tính chất của toán tử Monge-Ampère cùng 

với đặc trưng hình học của tập lồi phân hình và lồi chỉnh hình làm công cụ để chứng 

minh tính duy nhất của hàm đa điều hòa dưới, âm thỏa mãn một số điều kiện cho 

trước trên tập mở  trong n .  
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Chƣơng 1 

KIẾN THỨC CƠ BẢN 

 

1.1. Phân bố  

 Định nghĩa. Giả sử nU   là tập mở. Một phân bố trên U  là dạng tuyến 

tính liên tục trên ( )D U , với ( )D U là các hàm khả vi vô hạn trên U . Ta kí hiệu các 

phân bố trên U  là ( )D U . 

Ví dụ : Giả sử 
nU   là tập mở và ( )f C U  khi đó f  xác định một phân 

bố ( )fu D U  cho bởi 

   ( )f

U

u f dV , ( )D U . 

Thật vậy, rõ ràng fu  là dạng tuyến tính trên ( )D U . Giả sử K UÐ . Chọn 0k , ., do 

f  liên tục trên U . Khi đó với mọi  ( )D U , sup p K , ta có: 

    ( )f K
u c .  

Vậy ( )fu  là một phân bốtrên U . 

1.2. Dạng vi phân 

Giả sử n  là không gian vector n-chiều với cơ sở chính tắc je = 

(0,…,1,0,…,0), ở đó 1 ở vị trí thứ j. Giả sử với mỗi 1≤ j ≤ n kí hiệu ju  là hàm tọa 

độ thứ j : 

  ( )j ju x x . 

Một ánh xạ  

    : ...n n

p

f     

gọi là p - tuyến tính nếu nó tuyến tính theo từng biến khi các biến khác cố định. Một 

ánh xạ p - tuyến tính sao cho 1( ,..., ) 0pf v v  mỗi khi 1j jv v , 1≤ j < p gọi là p - 

tuyến tính thay dấu. Tập các p - tuyến tính thay dấu từ 
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...n n

p

    

 kí hiệu là ( , )p n  . Bằng cách thay mỗi 
1

( )
n

j k j k

k

v u v e , ta có thể biểu diễn mỗi 

ánh xạ p - tuyến tính thay dấu bằng công thức 

 
1

1

1 2 1

1

( , ,..., ) ( )( , , )
p

p

p j j j p

j j n

f v v v f u u v v  

ở đó:  

1 1( )( , , ) det ( )
p kj j p j ju u v v u v và Jf  . 

Định nghĩa : Giả sử n  là tập mở. Một p - dạng vi phân trên Ω là một 

ánh xạ  

: ( , )p n  . 

Nếu đặt ( )k kdx x u , 1 ≤ k ≤ n, x  thì từ lí luận trên ta có thể viết mỗi p - dạng 

vi phân  trên  dưới dạng : 

    ( ) ( )I I

I

x x dx  

ở đó  

1( , , )pI i i , 11 pi i n  

1
...

pI i idx dx dx  

( )I x  là các hàm trên . Tùy thuộc vào các hàm ( )I x  là các hàm bị chặn, liên tục 

khả vi lớp nào hay trơn… ta nói ( )I x  là dạng bị chặn, liên tục khả vi lớp nào hay 

trơn… 

1.3. Dòng 

1.3.1. Định nghĩa 

Một dòng bậc p hay có chiêu (n-p) trên tập mở n  là dạng tuyến tính liên tục 

( ): ( )n pT D  , với 
( )( )n pD  là không gian các (n- p) - dạng trơn có giá 

compact trong . 
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Nếu  là dạng trong 
( )( )n pD , giá trị của T tại , kí hiệu ( )T  hay ,T  . 

Thông thường các dòng thường được xét với tôpô yếu. Như vậy với tôpô này, một 

dãy nT  các dòng bậc p  trên  gọi là hội tụ tới dòng T   bậc p  trên  nếu dãy 

nT  hội tụ tới T trong không gian ( )( ( ))n pD , 

nghĩa là với mọi  

( )( )n pa D , , ,nT T . 

Giả sử T  bậc p trên 
n , ( )T ( ( ))n pD . Giả sử 1( ,..., )pI i i  là dãy tăng với 

11 ... pi i n . Giả sử 1( ,..., )n pJ j j  là dãy tăng các chỉ số là phần bù của I  

trong tâp 1,2,...,n . Khi đó ( )D U  xác định 

    ( ) , ( )I I J JT T dx  

ở đó ,I J  được chọn sao cho  

, 1 ...I J I J ndx dx dV dx dx  

là dạng thể tích trong n . Từ ( )T ( ( ))n pD nên T ( ( ))I D , nghĩa là các phân 

bố trên . 

 Do đó dòng  T  bậc p  có thể viết 

    
'

I I

I

T T dx  

và như thế mọi dòng bậc p  trên  có thể xem như p  dạng vi phân với hệ số là 

phân bố. Nếu coi ( ) ( )nD D  thì dòng bậc 0 trên  có thể viết: 

    1 ... nT udx dx  

với u  là một phân bố trên . Lúc đó ta cần thống nhất T  vớiu  có thể nói rằng các 

dòng bậc p  trên  là một phân bố trên  và ngược lại.  
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Dòng T  bậc p  trên  gọi là cấp 0  nếu nó thác triển tới dạng tuyến tính liên tục 

trên không gian 
( )

0 ( )n pD  các ( )n p  dạng với hệ số là các hàm liên tục có giá 

compact trong . Trong trường hợp này nếu 

    
'

I I

I

T T dx  

thì IT  là các dạng tuyến tính liên tục trên 0 ( )C  với giá trị trong  , do đó IT là độ 

đo Borel chính quy phức trên .  

 Ví dụ : Giả sử 
n  là tập mở và E  là tập Borel. Khi đó E  xác định 

một dòng bậc 0 , kí hiệu E , trên  cho bởi  

    ,
E

E , ( )nD . 

Dòng E  được gọi là dòng tích phân trên . 

Khi xét các dạng vi phân cũng như các dòng trên tập mở trong 
2n n   ta sẽ 

phát biểu các khái niệm này theo tọa độ phức 1 2( , , , ) n

nz z z z  . Bằng cách thay  

1 ( )
2

j j jdx dz dz  

và 

1 ( )
2

j j jdy dz dz
i

 

và do đó sẽ xuất hiện các khái niệm dạng phức song bậc (p, q) cũng như các dòng 

song bậc (p, q). 

1.3.2. Dòng song bậc 

Định nghĩa. Mỗi phần tử ( . )( ( ))n p n qT D  gọi là một dòng song bậc ( ,q)p  

hay ( ,q)p dòng (tương ứng với song chiều ( , )n p n q ). Những phần tử của 

( . )

0( ( ))n p n qD  gọi là dòng cấp 0 , song bậc (hay ( ,q)p dòng cấp 0 ). 


