DAI HOC THAI NGUYEN
TRUONG DAI HOC KHOA HOC

LE HOANG TUNG

SU DUNG CO SO GROEBNER
GIAI HE PHUONG TRINH DA THUC BANG
PHUONG PHAP KHU BIEN

LUAN VAN THAC SY TOAN HOC

THAI NGUYEN - NAM 2015



DAI HOC THAI NGUYEN
TRUONG DAI HOC KHOA HOC

LE HOANG TUNG

SU DUNG CO SO GROEBNER
GIAI HE PHUONG TRINH DA THUC BANG
PHUONG PHAP KHU BIEN

LUAN VAN THAC SY TOAN HOC

Chuyén nganh: PHUONG PHAP TOAN SO CAP

Ma s6 60.46.01.13

Ngudi huéng dan khoa hoc
GS.TS. LE THI THANH NHAN

THAI NGUYEN - NAM 2015



1 Vanh da thic, idéan va tap dai s6
1.1 Vanh da thiic, idéan trong vanh da thie . . . . . . . . . . ..
1.2 Dinh Iy co sé Hilbert . . . . . . . . ... .. ... ... ...
1.3 Tapdaisd . . . . . . . . .
1.4 Idéan don thiéc. . . . . . . . . .. ..o

2 Ung dung cd sé Groebner dé giai hé phuong trinh da thic
bang phuong phap khit bién
2.1 Tht tu don thuc va thuat toan chia véidu . . . . . . .. ..
2.2 Cosé Groebner . . . . .. .. ...
2.3 Thuat todn Buchberger . . . . . . . . . . ... ... ... ..
2.4  Dinh Iy khit bién va ting dung giai hé phuong trinh da thic
25 Cacvidu ... . . ..

Két luan

Tai liéu tham khao

w

© o~ A

17
17
23
27
32
34

40

41



MG dau

Trong luan van nay ching ta thuong gia thiét K 1a truong, R 1a truong
cac so thuc va C 1a truong cac s6 phitc. Thuat toan chia véi du 1a mot trong
nhiing két qua quan trong trong vanh da thiic mot bién Klz], né giap giai
quyét nhitng bai todn quan trong nhu bai toan thanh vién, bai toan tim uée
chung 16n nhét ctia hai da thic, bai toan tim tong, thuong, giao clia cac
idéan.

Mic dit thuat toan chia véi du cac da thic mot bién da dude biét tit xa xua,
nhung mot thuat toan chia véi du hitu hieu nhu thé cho cac da thiic nhicu
bién méi duge phét trién vao nhitng nam 60 ctia thé ki truée. B. Buchberger
da gi6i thieu 1i thuyét co sd Groebner trong luan an tién si ctia minh vio
nam 1965 dudi su huéng dan cta gidgo su W. Groebner. Diém méau chét khéi
dau cho sy hinh thanh 1i thuyét co s Groebner 13 viéc mé rong thuat toan
chia v6i du va thuat toan Euclid tim uéc chung 16n nhat cho cac da thic
mot bién sang thuat toan chia véi du va thuat toan Buchberger tim co s6
Groebner cho cac da thiic nhiéu bién.

Muc dich cta luan van "Su dung co so Groebner dé giai hé phuong trinh
da thiic bang phuong phdp khi bién" 1a trinh bay lai mot s6 két qua trong
bai bao [5] ctia Mencinger nam 2013, bai giang [4] ctia Lall nam 2004 va bai
bao [7] ctia Sturmfels nam 2005 vé co s6 Groebner, trong d6 tap trung chi
yéu vao tng dung clia co sé Groebner dé giai hé phuong trinh da thitc nhiéu
an bang phuong phap khit bién.

Luan van gom hai chuong, ngoai ra con c6 phan két luan va danh muc tai
licu tham khdo. Chuong 1 trinh bay vé vanh da thic nhiéu bién, idéan trong
vanh da thitc nhiéu bién va cac tap dai s6 (d6 1a tap nghiém ctia mot ho da
thic trong vanh da thic Kz, ..., 2,]). Chuong nay cing trinh bay Dinh ly
co s Hilbert nham quy moi tap dai sd vé tap nghiém cia mot ho hitu han

da thitc. Chuong 2 gi6i thieu vé co s Groebner va tap trung trinh bay viéc



gidi heé phuong trinh da thitc nhiéu bién bang phuong phap khit bién.

Trong sudt luan van ching ta luon lam viéc v6i da thic cé hé sé trén
truong K. Riéng phan Dinh 1i co sé Hilbert 6 Chuong 1, chiing ta phai lam
viéc véi cac da thiic ¢6 hé s6 trén vanh K|xy, ..., x, 1], tit d6 dung quy nap
dé chitng minh moi idéan ctia Klxy, ..., x,] déu hitu han sinh.

Trong thoi gian thuc hién luan van nay, toi da nhan duge sy chi dan tan
tinh, chu ddo ctia Gido su - Tién s Lé Thi Thanh Nhan. To6i xin bay t6 long
biét on sau sic clia minh t6i co da gitp toi hoan thanh luan van.

Tac gia



Chuong 1

Vanh da thic, idéan va tap dai sé

Trong sudt chuong nay, luon gia thiét K 1a mot truong. Ki hieu N 1a tap
cac s6 nguyen duong va Ny 1a tap cac s6 nguyén khong am. Trong chuong
nay ching ta tap trung trinh bay vé vanh da thic, idéan trong vanh da thiic
nhiéu bién va tap dai s6, dong thai trinh bay Dinh 1y co sé Hilbert nham
quy moi tap dai s6 vé tap nghiém ciia ho hitu han da thic. Ngoai ra con
trinh bay vé idéan don thic, trong d6 nghién cttu dén bai toan thanh vien,

bai toan tim giao va bai toan tim idéan thuong ciia hai idéan don threc.

1.1 Vanh da thic, idéan trong vanh da thic

Dinh nghia 1.1.1. Ki hi¢u K[z1, ..., x,] 1a tap cac da thitc n bién véi he s6
trong K. V6i 1,5 € Ny, trong d6 ¢ = (i1,...,%,) v& j = (J1, ..., Jn), ta dinh
nghia i + j = (iy 4 j1, ..., 9 + jn).Ki hieu 2 1a don thic 2.z va ta goi
i1+ ... + i, 12 bac ctia 2°. Khi d6 K[x1, ..., 7,] 13 mot vanh véi phép cong va

phép nhan
Z a;x’ + Z bix' = Z (a; + b;)x";
ieNp iENp ieNp
Z a; 1’ Z bix' = Z ckajk, Cp = Z a;b;
ieNp iEND keND i+j=k
v6i moi da thic > axt, Y bix' € Klxy,...,z,]. Vanh Klxy, ..., z,] dudc
ieNp iENp

goi 1a vanh da thitc n bién x4, ..., x,, v6i hé s6 trong K.

Chu y 1.1.2. Vanh da thtc n bién x4, ..., x, v6i he s6 trong K c6 thé dude
xay duyng bang quy nap theo n nhu sau. Khi n = 1, vanh da thtc tréd thanh
vanh da thic mot bién K[z1]. V6i n = 2, vanh da thitc hai bién Kz, 29]



v6i he s6 trong K chinh 14 vanh da thiic mot bién xs v6i he s6 trong K[x].
Béng quy nap, vanh da thic n bién K[y, ..., x,] v6i he¢ s6 trong K chinh la
vanh da thiic mot bién x,, v6i he s trong vanh Kz, ..., x,_1].

V6i a 1a phan tit khac 0 trong K, ta goi bac clia tit az’ 1a bac ciia don
thitc 2. Cha ¥ ring mdi da thic duge biéu dién mot cach duy nhat thanh
tong clia cac tit khong dong dang (néu khong ké dén thit tu cac hang tt). Ta
goi bac (hay bac tong thé) clia mot da thiic khac 0 1 bac cao nhat ciia cac
tit ctia da thic d6. Tu dinh nghia, ta c6 céc tinh chat sau day vé bac ctia da
thiic.

Bo dé 1.1.3. Cho fi(x1,...,x), fo(21, ..., 1) € K21, ..., 2] la cdc da thic
khac 0 sao cho tong ciia ching khdc 0. Khi do
(1) deg(fi(x1, ... xn) + folz1, ..y x0)) < ma:;cdeg fi(z1, ..y ),

’L':

(ii) deg fi(x1, ..., zn) fo2(1, ..., v,) = deg f1 + deg fa.

Tiép theo, chiing ta trinh bay tinh chat phd dung ctia vanh da thitc nhiéu
bién.
Ménh dé 1.1.4. Goi j: K — K|xy, ..., 2, cho bdi j(a) = a vdi moia € K
la phép nhing tu nhién. Véi moi vanh giao hodn S, moi hé gom n phan ti
81, ...y 8p clia S va moi dong ciu @ : K — S, ton tai duy nhat mot dong cau
©*  K|xy, ..., z,) = S sao cho ¢*(x;) = s; vdi moii € {1,...,n} va ¢ ] = .
Chitng minh. Xét anh xa ¢* : K|x1, ..., x,] — S x4c dinh bdi

O (fla,mzn) = Y pla)sy sy

i=(i1,00yin ) END

voi
f(x1,...,zp) = Z axl . xin € Klxy, ..., 2],
i=(i1,nin) ENE
Khi d6 ¢* 1a mot dong cau vanh, ¢*(z;) = s; véi moi i € {1,....n} va

©*j = . Do d6 ¢* 1a dong cau théa man cac yéu cau.

Bay gio ta chiing minh tinh duy nhat. Gia st ¢} 1a dong cau tit K[z, ..., ;)]
dén S thoa man ¢j(x;) = s; véi moi i € {1,....,n} va ¢{j = ¢. Khi do6
©i(a) = pij(a) = ¢(a) véi moi a € K. Lai do ¢} 1a dong cau vanh nén vdi
moi da thtc

f(xy,...,zp) = Z az . i

i=(i1,00yin ) END

)



trong vanh Klz1, ..., x,] ta c6

Oi(f(rrmm)) = > play)si. s

i= (i1, yin ) END
Do d6 ¢* = ¢]. ]

Cho A 14 vanh con ciia K. Khi d6 4p dung Meénh dé 1.1.4 déi véi dong
cau nhing ¢ : A — K ta c6 két qua sau.

Hé qua 1.1.5. Cho A la vanh con cia K. Véi ki, ..., k, € K cho trude, ton
tai duy nhat mot dong cau vanh ¢* : Alxy,...,x,] — K sao cho p*(x;) = k;
vdii=1,..,n va p*(a) = a vdi moi a € A.

Hé qua 1.1.6. Gid su B la vanh giao hodn, by, ...,b, € B va j : K — B la
dong cau vanh sao cho vdi moi vanh giao hodn S, moéi dong cau ¢ : K — S
va moi hé gom m phan ti si,....,s, € S, ton tai duy nhat mot dong cau
©* B — S sao cho o(b;) = s; vdi moii € {1,...,n} va ¢*j = p. Khi dé j
la don ciu va B = K(xq, ..., 2,).

Hé qua 1.1.6 cho ta moét cach xac dinh khac ctia vanh da thtc nhu sau:
Vanh da thitc n bién véi he s6 trong K 1a mot bo (B, j, by, ..., b,), trong d6
B 1a mot vanh giao hoan, by,...,b, € B vd j : K — B la dong cau vanh
théa man diéu kién: v6i mdi vanh giao hoan S, v6i moi bo gom n phan ti
S1, ..., 8p € S va v6i moi dong cau ¢ : K — S, ton tai duy nhat mot dong
cau ¢* : B — S sao cho ¢*(b;) = s; v6i moi i € {1,....,n} va p*j = ¢.

Dinh nghia 1.1.7. Mot tap I C Klzy, ..., z,] duge goi la mot idéan cla
Klxy,..,xy) néu 0 € I,f —¢g € I,hf € I v6i moi f,g € I va h €
Klxy, ..., x,)].

Dinh nghia 1.1.8. Idéan I dugc goi 1a idéan hiu han sinh cta K|xy, ..., x,]
néu ton tai hitu han da thic fi, ..., f; € I sao cho

= {hlfl + ...+ htft ‘ hl, ...,ht € K[lel, ,,I'n]}

Trong truong hop nay ta viét I = (fy, ..., f) va ta néi {f1, ..., fi} 14 hé sinh
ciia I. Néu I = (f) thi ta n6i I 1a idéan chinh sinh bdi f.



1.2 Dinh ly co sé Hilbert

Trong sudt tiét nay, luon gid thiét V' 13 mot vanh giao hoan khac 0 va K
12 mot truong. Ta noi rang vanh V' 14 vanh Noether néu mdi diy tang cac

idean ctia V deéu dung, tiic 1a néu
LCLC...CI,C

la day tang cac idéan ctia V' thi ton tai ng € N sao cho I, = I, v6i moi
n > ng. Muc tiéu chinh ctia tiét nay 1a chiing minh Dinh li co sé Hilbert,
phat biéu ring néu V' 1a vanh Noether thi vanh da thitc V]x] cling la vanh
Noether. Dé chitng minh Dinh 1i co s6 Hilbert, ching ta can mot sé dic trung
sau day cua vanh Noether.

Meénh dé 1.2.1. Cdc phat biéu sau la tuong duong.

(i) V' la vanh Noether.

(ii) Mot idéan cia V' déu hitu han sinh.

(iii) Méi ho khdc rong nhing idéan cia V' déu cé phan ti cuc dai (theo quan
hé bao ham).

Chitng minh. (1)=-(ii). Cho I la idéan ctia V. Gia sit [ khong hitu han sinh.
Lay a; € I. Do I khong hitu han sinh nén (ay) # I, vi thé ton tai as € I'\(ay).
Do I khong httu han sinh nén (a1, as) # I, vi thé ton tai ag € I\(ay,as).
Ctt tiép tuc qué trinh trén ta thu dugc mot day tang khong ding (a;) C
(ay,a9) C ... C (ay,...,a,) C ... cac idean ctia V', dieu ndy mau thuan véi gia
thiét (i).

(i))=(iii). Cho I' # ) 1a mot ho nhiing idéan ctia V. Gia stt I khong c¢6 phan
ti cuyc dai. Lay I; € I'. Do I; khong cyc dai nén ton tai I, € T' sao cho
Iy € Iy va I; # I. Do I, khong cyc dai nén ton tai I3 € I' sao cho I, C I3
va I, # I3. Ci tiép tuc qua trinh trén ta dugc mot diy ting khong ding
ILclhbc..ClI,C..caphan titcia . Diat I = |J [,. Khi do6 I 1a idean

n>1
ctia V. Theo gid thiét (ii), I hitu han sinh. Gia st I = (ayq, ..., ag). Vi mdi

i=1,..,k, do a; € I nén ton tai n; sao cho a; € I,,,. Chon ny = max ;.
i=1,...,

Khi d6 a; € I, v6i moi¢ =1,...,k. Suyra I C I,,,. Do d6 I,, = I, v6i moi
n > ng. Diéu nay 1a vo 1i.
(iii)=(i). Cho I; C I, C ... C I, C ... 1a day tang cac idéan cta V. Dit
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I' = {I.},>1- Theo gia thiét (iii), I c6 phan ti cuc dai I,,,. Suy ra I, = I,
vl moi n > ny. []

Dinh 1y 1.2.2. (Dinh 1y co sé Hilbert). Cho V' la vanh Noether. Khi do
V[z] cang la vanh Noether.

Chiing minh. Theo Ménh dé 1.2.1, ta can ching minh moi idéan ctia V[z]
déu hitu han sinh. Cho J la idéan ciia V[z|. Néu J = {0} thi ro rang J hitu
han sinh. Cho J # {0}. Goi m 1a s6 bé nhit trong céc bac clia cac da thiic
khac 0 thuoc J. V6i n > m ta dinh nghia

I,={acV|3f(x) = zn:alwi € J,deg f(z) =n,a, =a} U{0}.
i=0

Khi do6 I, la idéan cta V va I, C I,,;. Vi V la vanh Noether nén [, hitu
han sinh theo Ménh dé 1.2.1, do d6 ta c6 thé viét I, = (an1, ..., Gn, ) Vi moi
n > m. Hon nita, do V Noether nén ton tai so6 tu nhién & > m sao cho I,, = I},
voi moi n > k. Vi mdin =m, ...k vamdi j = 1,....4,, goi fn,j(x) € J la
da thic c6 bac n va hé s6 cao nhat 1a a,j. Dat A, = {f,;(z)|7 = 1,...,1,}
va A= ij A,. Khi d6 A 1a tap httu han. Ta chiing minh J = (A).

n=m

Ro rang (A) C J. Cho 0 # p(z) € J v6i a 1a hé s6 cao nhat ctiia p(x). Khi
d6 degp(x) > m. Ta ching minh p(x) € (A) bang quy nap theo degp(x).
Cho degp(z) = m. Khi d6 a € I,,,. Do d6 ton tai ¢q,...,¢; € K sao cho

7

a = i cjam j. Dat q(z) = p(x) — i ¢jfm;(z). Khi d6 ¢(x) hodc bang 0
i=1

j=1
hosic ¢6 bac nhé hon m. Chu ¥ rang ¢(z) € J. Do dé q(z) = 0 theo cach
chon m. Suy ra p(x) € (A). Cho degp(x) = n > m va gid thiét rang moi
da thic trong J v6i bac nhd hon n déu thuoe (A). Khi d6 a € I,. Dat
t = min{n, k}. Suy ra I, = I; va vi thé a € I;. Do d6 ton tai ¢y, ...,¢;, € K
sao cho a = Zt: cjar ;. Dat ¢(x) = p(z) — zt: c;x" " fi;(x). Khi do g(z) € J va
j=1 j=1
q(z) ho#c bang 0 ho#ic ¢6 bac nhd hon n. Theo gia thiét quy nap, ¢(z) € (A).
Suy ra p(x) € (A). Do d6 J = (A). []

Cha y 1.2.3. C6 mot chitng minh khac ngin gon hon cho Dinh 1y co sd
Hilbert. Cho V' 1a vanh Noether. Gié sit V[z] khong Noether. Khi dé V[z] c6
mot idéan J khong hitu han sinh. Ro rang J # 0. Chon f; 1a da thic khéc 0
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