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Bảng ký hiệu

R trường số thực

N∗ tập các số tự nhiên khác 0

Rn không gian Euclide n-chiều

H không gian Hilbert thực

X không gian Banach thực

Ω tập con đóng lồi của X

C tập con lồi đóng khác rỗng của X

∅ tập rỗng

∀x mọi x

∃x tồn tại x

min f(x) cực tiểu của hàm f(x)

inf
x∈X

F (x) infimum của tập {F (x) : x ∈ X}

〈x, y〉 tích vô hướng của hai vectơ x và y

‖x‖ chuẩn của véctơ x

xn → x xn hội tụ mạnh đến x

xn ⇀ x xn hội tụ yếu đến x

T toán tử đơn điệu trong không gian Hilbert

I toán tử đồng nhất trong H

IΩ hàm chỉ của tập Ω

∂IΩ dưới vi phân của hàm chỉ

D(T ) miền xác định của toán tử T

R(T ) miền giá trị của toán tử T

Gr(T ) đồ thị của toán tử T

int C phần trong của tập hợp C

Of gradient của hàm f

∂f dưới vi phân của hàm lồi f
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Mở đầu

Cho X là một không gian Banach thực. Ký hiệu X∗ là không gian

liên hợp của X, C là một tập con lồi đóng khác rỗng của X, A : X →
X∗ là một ánh xạ phi tuyến. Bài toán bất đẳng thức biến phân trong

không gian Banach (viết tắt là VI(A,C)) được phát biểu như sau: Tìm

phần tử x∗ ∈ X thỏa mãn:

x∗ ∈ C : 〈Ax∗, x− x∗〉 ≥ 0 ∀x ∈ C. (0.1)

Bất đẳng thức biến phân VI(A,C) được đưa ra và nghiên cứu đầu

tiên bởi Stampacchia (xem [6]) vào những năm đầu của thập kỷ 60

trong khi nghiên cứu bài toán biên của phương trình đạo hàm riêng.

Từ đó phương pháp bất đẳng thức biến phân được quan tâm nghiên

cứu rộng rãi và trở thành một công cụ hữu hiệu trong việc xây dựng

các kỹ thuật để giải số nhiều bài toán trong kinh tế và kỹ thuật. Mặc

dù đã có rất nhiều kết quả nghiên cứu về phương pháp giải bất đẳng

thức biến phân, nhưng việc cải tiến các phương pháp nhằm gia tăng

hiệu quả của nó luôn là một đề tài thời sự, được nhiều nhà toán học

quan tâm nghiên cứu.

Trong không gian Hilbert H, bất đẳng thức biến phân VI(A,C)

tương đương với bài toán điểm bất động:

x∗ = PC(x∗ − µAx∗), (0.2)

ở đây PC là phép chiếu mêtric từ H lên tập lồi đóng C của H và µ > 0

là hằng số tùy ý. Do đó, phương pháp chiếu và một số biến thể của

phương pháp có thể được dùng để giải bất đẳng thức biến phân (0.1).

Nếu ánh xạ A đơn điệu mạnh và liên tục Lipschitz trên C và hằng số

µ > 0 đủ nhỏ, thì ánh xạ được xác định bởi vế phải của (0.2) là ánh xạ
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co. Do đó, nguyên lý ánh xạ co Banach bảo đảm rằng dãy lặp Picard

un+1 = PC(un − µA(un)) (0.3)

hội tụ mạnh tới nghiệm duy nhất của bài toán (0.1). Phương pháp

chiếu không dễ dàng thực thi vì sự phức tạp của tập lồi C bất kỳ. Để

khắc phục nhược điểm này, Yamada [7] đã đề xuất phương pháp lai

đường dốc nhất vào năm 2001 để giải bất đẳng thức biến phân trên

tập điểm bất động của ánh xạ không giãn trong không gian Hilbert H.

Chú ý rằng, bài toán điểm bất động của ánh xạ không giãn, nói

chung, là bài toán đặt không chỉnh. Do đó, bài toán bất đẳng thức

biến phân VI(A,C), nói chung, cũng là bài toán đặt không chỉnh theo

nghĩa nghiệm của bài toán không phụ thuộc liên tục vào dữ kiện ban

đầu. Để giải bài toán này, chúng ta phải sử dụng những phương pháp

giải ổn định. Một trong những phương pháp được sử dụng rộng rãi và

khá hiệu quả là phương pháp hiệu chỉnh Browder–Tikhonov (xem [4]

và các tài liệu trích dẫn). Mục đích của đề tài luận văn nhằm trình

bày lại một số kết quả trong [4] về hiệu chỉnh bất đẳng thức biến phân

đơn điệu trong không gian Banach.

Nội dung của luận văn được trình bày trong hai chương. Chương 1

với tiêu đề "Bất đẳng thức biến phân đơn điệu" nhằm giới thiệu một

số khái niệm và tính chất về không gian Banach, không gian Hilbert,

ánh xạ đơn điệu và bài toán bất đẳng thức biến phân trong không gian

Euclid và không gian Banach. Nội dung của chương này được tham

khảo trong các tài liệu [1]-[3].

Chương hai với tiêu đề "Hiệu chỉnh bất đẳng thức biến phân đơn

điệu" nhằm giới thiệu phương pháp hiệu chỉnh bất đẳng thức biến

phân đơn điệu với toán tử nhiễu đơn điệu cực đại và ánh xạ đối ngẫu

suy rộng, đồng thời trình bày phương pháp chọn tham số hiệu chỉnh

theo nguyên lý độ lệch suy rộng. Nội dung của chương này tham khảo

từ tài liệu [4].
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Chương 1

Bất đẳng thức biến phân đơn điệu

Chương này trình bày khái niệm về không gian Banach, không gian

Hilbert; bất đẳng thức biến phân đơn điệu trong không gian Euclid và

không gian Banach; một số ví dụ về bất đẳng thức biến phân đơn điệu.

Các kiến thức của chương này được tham khảo từ các tài liệu [1]-[3].

1.1 Toán tử đơn điệu

1.1.1 Một số tính chất của không gian Banach

Cho X là không gian Banach thực phản xạ, X∗ là không gian liên

hợp của X, cả hai có chuẩn đều được kí hiệu là ‖.‖, kí hiệu SX := {x ∈
X : ‖x‖ = 1} là mặt cầu đơn vị của không gian Banach X, kí hiệu

〈x∗, x〉 là giá trị của phiếm hàm tuyến tính liên tục x∗ ∈ X∗ tại x ∈ X.

Định nghĩa 1.1.1 Không gian Banach X được gọi là không gian lồi

chặt nếu với x, y ∈ SX , x 6= y suy ra

‖(1− λ)x+ λy‖ < 1, ∀λ ∈ (0, 1).

Định nghĩa 1.1.2 Không gian Banach thực X được gọi là không gian

có tính chất Ephimov-Stechkin (hay không gian có tính chất E-S) nếu

X phản xạ và trong X sự hội tụ yếu các phần tử
(
xn ⇀ x

)
và sự hội

tụ chuẩn
(
‖xn‖ → ‖x‖

)
luôn kéo theo sự hội tụ mạnh

(
‖xn−x‖ → 0

)
.

Định nghĩa 1.1.3 Cho X là không gian lồi địa phương và f : X →
R ∪ {±∞}. Khi đó,

(i) Hàm f được gọi là nửa liên tục dưới tại x̄ ∈ X (với f(x̄) < ∞),
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nếu với mọi ε > 0, tồn tại lân cận U của x̄ sao cho

f(x̄)− ε ≤ f(y) ∀y ∈ U ;

(ii) Hàm f được gọi là nửa liên tục dưới trên X nếu f nửa liên tục

dưới tại mọi x̄ ∈ X.

1.1.2 Không gian Hilbert

Định nghĩa 1.1.4 Cho H là không gian tuyến tính trên R, tích vô

hướng xác định trong H là một ánh xạ

〈., .〉 : H ×H −→ R
(x, y) 7−→ 〈x, y〉

thỏa mãn các điều kiện sau đây:

1. 〈x, y〉 = 〈y, x〉 với mọi x, y ∈ H;

2. 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉 với mọi x, y, z ∈ H;

3. 〈λx, y〉 = λ 〈x, y〉 với mọi x, y ∈ H, λ ∈ R;

4. 〈x, x〉 ≥ 0 với mọi x ∈ H và 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0.

Số 〈x, y〉 được gọi là tích vô hướng của hai vectơ x, y trong H.

Định nghĩa 1.1.5 Cặp (H, 〈., .〉), trong đóH là một không gian tuyến

tính trên R, 〈., .〉 là tích vô hướng trên H được gọi là không gian tiền

Hilbert thực.

Định lý 1.1.6 Mọi không gian tiền Hilbert H đều là không gian tuyến

tính định chuẩn, với chuẩn được xác định bởi công thức

‖x‖ =
√
〈x, x〉 ∀x ∈ H. (1.1)

Chuẩn này được gọi là chuẩn cảm sinh từ tích vô hướng.

Định nghĩa 1.1.7 Nếu H là không gian tiền Hilbert thực và đầy đủ

đối với chuẩn cảm sinh từ tích vô hướng xác định bởi (1.1) thì H được

gọi là không gian Hilbert thực.
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Ví dụ 1.1.8 Không gian Rn là một không gian Hilbert với tích vô

hướng

〈x, y〉 =
n∑
k=1

xkyk.

Trong đó

x = (x1, x2, . . . , xn); y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn,

và chuẩn cảm sinh

‖x‖2 = 〈x, x〉 =
n∑
k=1

xkxk =
n∑
k=1

x2
k.

Định nghĩa 1.1.9 Tập hợp C ⊆ H được gọi là tập lồi nếu

∀x1, x2 ∈ C, ∀λ ∈ [0, 1]⇒ λx1 + (1− λ)x2 ∈ C.

Định nghĩa 1.1.10 Tập C ⊂ H được gọi là tập đóng nếu mọi dãy

hội tụ {xn} ⊂ C đều có giới hạn thuộc C, nghĩa là với mọi {xn} ⊂ C

sao cho xn → x kéo theo x ∈ C.

Định lý 1.1.11 Nếu C là một tập lồi đóng trong không gian Hilbert

H thì tồn tại một phần tử duy nhất x0 ∈ C sao cho

‖x0‖ ≤ ‖x‖ với mọi x ∈ C.

Chứng minh. Áp dụng đẳng thức hình bình hành, với mọi x, y ∈ C
ta có

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖+ ‖y‖)2.

Do đó

‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2)− 4
∥∥∥x+ y

2

∥∥∥2

. (1.2)

Đặt d = inf
x∈C
‖x‖. Vì C là một tập lồi nên

x+ y

2
∈ C, kéo theo∥∥∥x+ y

2

∥∥∥ ≥ d. Từ (1.2) ta có

‖x− y‖2 ≤ 2(‖x‖2 + ‖y‖2)− 4d2. (1.3)


