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MG dau

C6 thé no6i S6 hoc la linh vie xuét hién sém nhét trong lich st Toan
hoc, n6 ra doi tit khi con nguoi bat dau lam viéc véi nhitng con s6. S6 hoc
14 mot phan mon quan trong trong toan hoc da gan bé véi tat ca ching ta
xuyén sudt qué trinh hoc Toan tit bac Tiéu hoc dén Trung hoc phd thong.
Su ki diéu ctia S6 hoc thudng tiém an nhiing thit thach sau sic dé thach
thic trf tué clia con ngudsi. Trong cic thanh tyu clia s6 hoc thi phuong
trinh Pell 1a4 mot phuong trinh ndi tiéng va c6 nhicu ting dung trong viéc
gidi cac bai toan s6 hoc hay va kho. Ta biét rang véi d duong va khong
phai 1a s6 chinh phuong thi phuong trinh Pell dang 22 — dy? = 1 ¢6 vo s
nghiém z,y € Z. Vao nhitng nam 1760, Euler kham pha ra mot s6 dang
thic lien quan phuong trinh Pell. Trong s6 d6, ong chiing minh rang néu
d = n*+ 1 v6i n nguyén thi (2n? 4+ 1)? — (n* + 1)(2n)* = 1. Déang thiic
nhu trén c6 nhiéu tiem nang tng dung cho bai toan tim cac 16p sb cla
truong s6 thuc bac hai. Vi dy, néu ta biét rang (2n* + 1) + (2n)v/n2 + 1
la phan t don vi co ban trong Q(\/m) thi ta c6 thé st dung cong
thiic 16p s6 Dirichlet dé tinh cac 16p s6 clia truong so thuc bac hai c6 dang
Q(vn?+1).

Dugc hd trg bdéi dang thiic Euler, Zachary L. Scherr nghién cttu mé

rong sau ctia phuong trinh Pell nam 2013, v6i cau hoi:
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Cho R la mot mién nguyén cé dic so khac 2. Véi gia tri d(x) € Rlx]

khdc hang, khong chinh phuong nhu thé nao thi phuong trinh Pell

f(a)? = d(z)g(x)’ =1 (1)

c6 nghiem f(x), g(x) € Rlz| hay khong, trong dé g(x) khdc khong?
Chiing ta sé goi nghiém ctia (1) v6i g(x) khac khong 1a nghiem khong
tam thuong. Cach giai quyét cau héi trén 1a trude tién hiéu ré khi nao ton
tai mot nghiem khong tam thuong trong K[x| trong d6 K 1a truong cac
thuong ciia R. Khi ta biét cach tim moi nghiém trong K[z, ta hy vong
l1ay ra cac nghiém ma c6 heé sb trong R.
B6 cuc ciia luan van ngoai phan mdé dau va két luan thi noi dung con

cac chuong sau:

Chuong 1: Phuong trinh Pell co ban va mot s6 ting dung. Trong chuong
nay ching toi trinh bay dinh nghia, diéu kién ton tai nghiém, phuong phap
giai clia cac phuong trinh Pell loai 1, loai 2 va phuong trinh Pell dang tong
quat. Dong thai cac ing dung ctia phuong trinh Pell cling dude trinh bay

& phan cudi chuong nay.

Chuong 2: Phuong trinh Pell mé rong. Chuong nay ching t6i nghién citu
mot s6 tinh chat co ban cia phuong trinh Pell mé rong. Kién thic cla

chuong nay lam co sé cho viéc chitng minh céc két qua & chuong 3.

Chuong 3: Vé phuong trinh Pell ctia cac da thitc véi hé s6 hitu ti

Trinh bay mé rong ctia phuong trinh Pell dang f(z)? — d(z)g(z)? = 1
va cac van dé lien quan.

Luan van dén nay da dudc hoan thanh dudi sy huéng dan cta thay toi,

TS. Nguyén Dinh Binh, ngudi da dit dé tai va tan tinh huéng dan dé toi
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c6 thé hoan thanh t6t nhat luan van nay. Toi xin bay t6 long biét on chan
thanh va 10i cdm on sau siac nhat dén Thay.

T6i xin chan thanh cam on Khoa Toan - Tin, Truong Dai hoc Khoa hoc
- Dai hoc Thai Nguyén da tao moi diéu kién thuan 1gi gitp to6i hoan thanh
khoa hoc. T6i ciing xin dugc cam on sy nhiét tinh giang day ctiia cac giang
vién trong sudt thoi gian toi hoc tap.

Toi ciing xin cam on Ban Giam hi¢u Truong Pho thong Lieén cap 11 -
III, Tran Yen 2, tinh Yén Bai da luon tao dieu kién vé thoi gian va tinh
than dé toi hoan thanh nhiem vu hoc tap ctia minh.

Cudi cling, toi xin gtii nhitng 10i cdm on dic biet nhat t6i dai gia dinh,
ban be va cac anh chi em dong nghiép, nhitng nguoi luon dong vien khich

lé gitip t6i hoan thanh luan van nay.

Thai Nguyén, thang 5 nam 2016

Hoc vién

Vi An Phuong



Chuong 1

Phuong trinh Pell co ban vA mot s6
ing dung

Phuong trinh Pell ¢6 dang tong quét 1a 22 — dy? = n, trong d6 d va n
14 cac s6 nguyeén cho trude, x va y 1a cac nghiém nguyén can tim. Trong
pham vi chuong nay, ching toi sé¢ néu mot s6 két qua (khong ching
minh) vé phuong trinh Pell loai 1 (v6i n = 1), phuong trinh Pell loai 2
(v6i n = —1) phuong trinh Pell tong quat (v6i n 1a mot s6 nguyén duong
bat ki, n # 0,£1). Noi dung trinh bay dugc trich dan trong cac tai lieu
1, 2, 6].

1.1 Phuong trinh Pell loai 1

Phuong trinh Pell loai 1 ¢6 dang
r® —dy* = 1, (1.1)

trong d6, d 1a mot s6 nguyén.

Vi (1.1) bao gio cing c¢6 hai nghiéem =z = +1,y = 0 va ta goi d6 1a céc
nghiém tam thuong ctia phuong trinh (1.1).

Ta c6 cac truong hgp sau:

x Néu d < —1 thi phuong trinh (1.1) chi ¢6 nghiégm tam thuong.

x Néu d = —1 thi phuong trinh (1.1) ¢6 4 nghiém la z = +1,y = 0
vazr =0,y ==x1.
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x Néu d = 0 thi phuong trinh c6 vo s6 nghiém 14 x = 1 va y nhan
gia tri nguyén tuy y.
x Néu d 14 mot s6 chinh phuong, d = n?,n € N* thi phuong trinh
(1.1) c¢6 dang:
(e~ ng)o+ng) = 1.

Khi d6 phuong trinh chi c6 nghiém tam thuong.

Do d6 ta chi xét phuong trinh (1.1) v6i gia thiét d 1a mot s6 tu nhién
khong phéai 1a s6 chinh phuong. Duéi day ching toi sé trinh bay lai mot
s6 két qua ctia phuong trinh Pell loai 1.

Ménh dé 1.1.1. Néu phuong trinh Pell c6 nghiém khong tam thuong

thi no c6 vo so nghiém.

Dinh 1y 1.1.2. Néu (x1,v1) la nghiém nhé nhat cia phuong trinh Pell
(1.1), thi tat cd cdc nghiém nguyén duong (z,,y,) cia phuong trinh nay
dugc xdc dinh boi cong thic:

($1+y1\/g)n+($1—yl\/a)n

L = 2 )

o ($1+y1ﬁ)n—($1—y1\/g)n
Yn = 2 )

vorn =1,2,...

Hé qua 1.1.3. Cong thic truy hoi dé tinh cic nghiém ciia phuong trinh
(1.1) nhu sau:

Ly = T1Tp— +d n—1,
{ 1Tp—1 + dY1Yn—1 n>2). (1.3)

Yn = NTn—1 + T1Yn—1,

? ~ P Z ?
Bo6 de 1.1.4. Giad su {Q—n} la day cac gian phan cua lién phan so biéu

n

dién so vo ti a, 3 la mot gian phan toi gidn vdi mau so b > 0 sao cho:
lab — a| < |aQ, — P,|,

vdi chi s6 n > 1 nao dé thi b > Q1.



