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Mở đầu

Trong hình học phẳng, phương tích, trục đẳng phương và tâm đẳng phương

là một vấn đề khá quen thuộc và được ứng dụng nhiều trong việc giải toán.

Nói đến chủ đề này, ta có thể hiểu một cách đơn giản đó là những định nghĩa,

tính chất và ứng dụng liên quan đến việc xét vị trí tương đối của điểm cố

định với đường tròn, tập hợp điểm với đường tròn, đường tròn với đường tròn.

Phương tích, trục đẳng phương, tâm đẳng phương là một chuỗi sự phát triển

các mối quan hệ trên. Những kiến thức này khá đơn giản và dễ hiểu nhưng

ứng dụng của nó thì rất đa dạng, phong phú và nhiều khi đó là phương pháp

tối ưu cho các bài toán hình học. Một khi chúng ta đã nắm vững cũng như

hiểu rõ về vấn đề này, việc áp dụng vào giải toán trở nên thuận tiện hơn bao

giờ hết.

Một số ứng dụng của phương tích, trục đẳng phương và tâm đẳng phương

có thể kể đến như tập hợp các điểm, góc, khoảng cách, điểm cố định, đường

cố định, chứng minh hệ thức, các bài toán về sự thẳng hàng, đồng quy, vuông

góc, dựng hình, cực trị hình học,... Chúng ta sẽ có một lợi thế không nhỏ khi

sử dụng vấn đề toán học này để giải những bài toán liên quan đến các vấn đề

trên bởi một mặt giúp người học hạn chế nghiệm và các trường hợp của bài

toán, làm cho bài toán trở nên nhẹ nhàng hơn trong cách gọi ẩn và các tình

huống có thể xảy ra, mặt khác nó giúp lời giải của bài toán trở nên hay, đẹp

hơn và tạo nên sự tối ưu trong việc giải quyết các yêu cầu của đề bài.

Với những lý do trên, cùng với sự quan tâm và muốn đi sâu hơn về vấn đề
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này chúng tôi đã chọn đề tài Trục đẳng phương, phương tích và một số ứng

dụng cho luận văn. Do nhiều yếu tố chủ quan và khách quan, nội dung của

bài viết có thể còn nhiều khiếm khuyết, rất mong nhận được ý kiến đóng góp

của quý thầy cô và bạn bè đồng nghiệp.

Cấu trúc luận văn

Nội dung chính của luận văn được trình bày thành 2 chương:

• Chương 1: Kiến thức cơ sở. Trong chương này, chúng tôi trình bày một

cách sơ lược về phương tích của một điểm với một đường tròn, trục đẳng

phương của hai đường tròn và tâm đẳng phương mà sẽ được sử dụng trong

các chương tiếp theo.

• Chương 2: Một số ứng dụng của phương tích và trục đẳng phương.

Trong chương này chúng tôi trình bày ứng dụng của phương tích, trục đẳng

phương và tâm đẳng phương vào chứng minh đồng quy, chứng minh điểm cố

định, chứng minh các điểm cùng thuộc một đường tròn, chứng minh các điểm

cùng nằm trên một đường thẳng cố định, chứng minh thẳng hàng, chứng minh

vuông góc và song song ...

Thái Nguyên, tháng 11 năm 2015

Đặng Văn Phú
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Chương 1

Kiến thức cơ sở

1.1 Phương tích của một điểm với một đường tròn

1.1.1 Định nghĩa và ví dụ

Định lí 1.1.1. [1] Cho đường tròn (O;R) và điểm P cố định, OP = d. Qua

P kẻ đường thẳng cắt đường tròn tại hai điểm U và V . Khi đó giá trị

PU.PV = PO2 −R2 = d2 −R2

không phụ thuộc vào vị trí của đường thẳng.

Chứng minh. (Hình 1.1) Gọi M là

điểm đối xứng của V qua O. Ta có

MU vuông góc với PV hay U là hình

chiếu của M trên PV . Suy ra

PU.PV =
−→
PU.
−→
PV =

−−→
PM.

−→
PV

= (
−→
PO +

−−→
OM)(

−→
PO +

−−→
OV )

Hình 1.1

= (
−→
PO −

−−→
OV )(

−→
PO +

−−→
OV )

=
−→
PO2 −

−−→
OV 2 = OP 2 −OV 2 = d2 −R2.

Định nghĩa 1.1.1. [1] Giá trị không đổi PU.PV = PO2 − R2 = d2 − R2

được gọi là phương tích của điểm P đối với đường tròn (O) và ký hiệu là

PP/(O).
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Định lí 1.1.2. [1] Nếu 2 đường thẳng AB và CD cắt nhau tại P và

PA.PB = PC.PD

thì 4 điểm A,B,C,D cùng thuộc một đường tròn.

Chứng minh. (Hình 1.2) Giả sử đường

tròn ngoại tiếp ∆ABC cắt CD tại D′

khi đó

PA.PB = PO.PD′

⇒ PD = PD′ ⇒ D ≡ D′.

Vậy 4 điểm A,B,C,D cùng thuộc một

đường tròn. Hình 1.2

Ví dụ 1.1.1. Cho đường tròn (O) và 2 điểm A,B cố định. Một đường thẳng

quay quanh A cắt (O) tại M và N . Chứng minh rằng tâm đường tròn ngoại

tiếp tam giác BMN thuộc một đường thẳng.

Giải. (Hình 1.3) Gọi I là tâm đường tròn

ngoại tiếp tam giác BMN và C là giao

điểm của AB với (I). Khi đó

PA/(I) = AC.AB = AM.AN = PA/(O)

không đổi vì A, O cố định.

Suy ra AC =
PA/(O)

AB
. Vì A,B cố định

và C thuộc AB nên từ hệ thức trên suy

ra điểm C cố định. Do đó I thuộc đường

trung trực của BC cố định. Hình 1.3
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1.1.2 Các tính chất

Tính chất 1.1.1. Nếu điểmM nằm ngoài đường tròn (O) vàMT là tiếp tuyến

của (O) thì PM/(O) = MT 2.

Tính chất 1.1.2. Nếu hai điểm A,B cố định và AB.AM là hằng số thì M cố

định.

Tính chất 1.1.3. + Điểm M nằm bên ngoài đường tròn (O) khi và chỉ khi

PM/(O) > 0.

+ Điểm M nằm trên đường tròn (O) khi và chỉ khi PM/(O) = 0.

+ Điểm M nằm bên trong đường tròn (O) khi và chỉ khi PM/(O) < 0.

Tính chất 1.1.4. (Hình 1.4) Cho hai đường thẳng AB,MT phân biệt cắt

nhau tại M (M không trùng A,B, T ). Khi đó nếu MA.MB = MT 2 thì

đường tròn ngoại tiếp tam giác ABT tiếp xúc với MT tại T .

Hình 1.4: Hình 1.5:

Ví dụ 1.1.2. ChoABC nội tiếp đường tròn (O,R) vàG là trọng tâm củaABC.

Chứng minh rằng PG/(O) = −
1

9
(AB2 +BC2 + CA2).

Giải. (Hình 1.5) Vì G là trọng tâm của ABC nên
−→
OG =

−→
OA +

−−→
OB +

−→
OC,

suy ra 9OG2 = OA2 +OB2 +OC2 + 2(OA.OB +OB.OC +OC.OA)

= 3R2 + 2(OA.OB +OB.OC +OC.OA). (1)


