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LỜI CAM ĐOAN 

 

Tôi xin cam đoan đây là công trình nghiên cứu do tôi thực hiện. Các số 

liệu, kết luận nghiên cứu trình bày trong luận văn này là trung thực và chưa 

được công bố ở các nghiên cứu khác. 

Tôi xin chịu trách nhiệm về nghiên cứu của mình. 

Thái Nguyên, tháng 04 năm 2015 

Tác giả 

 

 

 

                                               TRẦN ĐỨC ĐOÀN 
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LỜI CẢM ƠN 

 

 Luận văn được thực hiện và hoàn thành tại khoa Toán, trường Đại học 

Sư phạm - Đại học Thái Nguyên dưới sự hướng dẫn khoa học của TS Đào Thị 

Liên. Qua đây, tác giả xin được bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc đến cô giáo - TS 

Đào Thị Liên, người hướng dẫn khoa học, người đã gợi ý đề tài, định hướng 

nghiên cứu và tận tình hướng dẫn tác giả trong suốt quá trình nghiên cứu thực 

hiện luận văn.  

 Tác giả xin gửi lời cảm ơn sâu sắc tới các thầy cô giáo công tác tại Viện 

Toán học Việt Nam; khoa Toán, Phòng Đào tạo (Bộ phận quản lý Sau đại học) 

Trường Đại học Sư phạm - Đại học Thái Nguyên, các thầy cô đã tạo mọi điều 

kiện trang bị cho tác giả về kiến thức, về học liệu và kinh nghiệm nghiên cứu 

cũng như mọi thủ tục hành chính để tác giả hoàn thành bản luận văn này.  

 Tác giả cũng gửi lời cảm ơn chân thành đến gia đình, các bè bạn gần xa 

đặc và các bạn trong lớp Cao học Toán K21A, đã luôn động viên, giúp đỡ tác 

giả trong suốt quá trình học tập và nghiên cứu hoàn thành luận văn. 

 Do thời gian nghiên cứu và năng lực bản thân còn nhiều hạn chế, bản luận 

văn không tránh khỏi những thiếu sót. Tác giả rất mong nhận được những ý kiến 

đóng góp quý báu, sự chỉ bảo tận tình của các thầy cô và bạn bè đồng nghiệp. 

 

Thái Nguyên, tháng 03 năm 2015 

Tác giả 

  

 

Trần Đức Đoàn 
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MỞ ĐẦU 

 

Thuật ngữ phương trình vi phân-đại số được đưa ra để đề cập đến các 

phương trình vi phân cùng với các ràng buộc (các phương trình vi phân trên các 

đa tạp) và các phương trình vi phân ẩn. Các bài toán như thế nảy sinh và cần 

phải được giải trong nhiều ứng dụng, chẳng hạn như các hệ cơ học có ràng 

buộc, động lực học chất lỏng, động học phản ứng hóa học, mô phỏng các mạng 

điện, và kỹ thuật điều khiển... Từ quan điểm lý thuyết, nghiên cứu các phương 

trình vi phân-đại số giúp chúng ta hiểu thấu đáo nguyên tắc của các phương 

pháp số cho các phương trình vi phân thường cứng. Do đó, chủ đề này đã thu 

hút nhiều sự quan tâm của các kỹ sư và các nhà toán học trong những năm qua. 

Trong luận văn này, chúng tôi trình bày các kết quả về giải số của các hệ 

phương trình vi phân-đại số trong các ứng dụng của nhóm tác giả Ernst Hairer, 

Chriseian Lubich, Michel Roche về giải số hệ phương trình vi phân-đại số bằng 

phương pháp Runge-Kutta. Ngoài phần mở đầu, kết luận và danh mục các tài 

liệu tham khảo, nội dung chính của luận văn gồm hai chương 

Chương 1. Kiến thức cơ sở  

Nội dung chính là giới thiệu chung về hệ phương trình vi phân-đại số và 

trình bày ngắn gọn về cách giải số hệ phương trình vi phân thường cấp 1 bằng 

phương pháp Runge-Kutta.  

Chương 2. Giải số hệ phương trình vi phân-đại số cấp 1 bằng phương 

pháp Runge-Kutta  

Trong chương này, tác giả trình bày về giải số hệ phương trình, phương 

trình vi phân-đại số bằng phương pháp Runge-Kutta, các nhóm phương pháp 

Runge-Kutta ẩn, kết quả hội tụ, bài toán nhiễu, phương pháp ẩn và ví dụ về chỉ 

số 2 khi phương pháp số không áp dụng được 

 

 



 2 

Chương 1 

KIẾN THỨC CƠ SỞ 

1.1. Giới thiệu chung về phương trình vi phân đại số 

Ta xét phương trình vi phân-đại số dạng tổng quát 

F(Y ',Y ) 0 (1.1)                                             

trong đó F và Y có cùng chiều, F được giả thiết là có đạo hàm bị chặn. Hệ không 

ôtônôm F(Y ',Y , x) 0  được sinh ra từ hệ (1.1) nhờ việc đưa vào một biến độc 

lập x mà x' 1 . Giá trị ban đầu Y(0 ) được giả thiết là đã biết và nghiệm Y(x) 

được tìm trên một đoạn bị chặn 0; x 
 

. Nếu F / Y '   là khả nghịch thì ta có thể 

giải được 'Y  từ (1.1) khi đó ta được một hệ phương trình vi phân thường. Nếu 

F / Y '   là suy biến ta có hệ phương trình vi phân-đại số. Một trong những cách 

để phân loại lớp phương trình vi phân này là dùng khái niệm chỉ số. 

1.1.1. Chỉ số hệ phương trình vi phân-đại số 

Chúng ta giới thiệu khái niệm chỉ số như một cách để đo độ nhạy của 

nhiễu đối với nghiệm trong phương trình. Có những nhóm nghiên cứu khác 

đưa ra một số định nghĩa khác về chỉ số cho hệ phương trình vi phân-đại số. 

Mối liên hệ của định nghĩa này với các định nghĩa khác về chỉ số sẽ được 

trình bày ở mục 1.1.8. 

Định nghĩa. Phương trình (1.1) có chỉ số nhiễu m dọc theo nghiệm Y 

trên đoạn ;0 x 
  , nếu m là số tự nhiên nhỏ nhất sao cho mọi hàm Y  có  

                                 F Y ',Y (x), (1.2 )                                                           

thì tồn tại đánh giá 

 (m 1 )

0 x 0 x
Y(x) Y(x) C Y(0 ) Y(0 ) max ( ) ... max ( ) , x 0; x (1.3 )

 
   

   
        
 

 

với mỗi một số hạng trong vế phải là đủ nhỏ. Ở đây C là một hằng số chỉ phụ 

thuộc vào F và độ dài của đoạn 0, x 
  . 
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Trong nghiệm số của phương trình (1.1), ảnh hưởng của nhiễu lên 

phương trình rời rạc có vai trò quan trọng trong việc phân tích sự hội tụ và sai 

số làm tròn. Việc xuất hiện đạo hàm cấp (m-1) trong (1.3) sẽ biến đổi nghiệm 

số thành phép chia nhiễu rời rạc cho m 1h , trong đó h là tham số rời rạc (nhỏ). 

Cần lưu ý rằng có thể có các ước lượng lớn hơn (1.3) đối với một vài 

hiệu số của chênh lệch nghiệm. 

Ta gọi một phương trình là phương trình chỉ số m nếu phương trình đó 

có chỉ số m dọc theo mọi nghiệm. Theo định nghĩa ở trên, chỉ số nhiễu không 

thể nhỏ hơn 1.  

Trường hợp chỉ số 0 có thể được tính đến nếu ta hiểu ( 1 )( )   là một tích 

phân trên  . Cụ thể hơn, ta nói rằng phương trình (1.1) có chỉ số nhiễu 0 nếu 

0
0 x

Y(x) Y(x) C Y(0 ) Y(0 ) max (t)d(t)






 

 
    

 
 

  

 Theo Bổ đề Gronwall, điều này luôn được thoả mãn đối với phương trình 

vi phân thường ' ( )Y f Y . Bây giờ ta xem xét các lớp của hệ với chỉ số 1, 2 và 

3, đây là các nhóm hệ thường xuất hiện trong các ứng dụng.  

1.1.2. Hệ với chỉ số 1   

 Trường hợp đơn giản nhất là hệ có dạng 

   

 
y' f (y, z) (1.4.a)

0 g(y, z) (1.4.b)




 

(trong đó, f và g là các hàm khả vi) ở đây z

g
g

z





 có nghịch đảo bị chặn trong 

lân cận nghiệm.                                                                   (1.5) 
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Giá trị ban đầu 0 0(y , z ) cần phải tương thích, nghĩa là 0 0g(y , z ) 0 . 

Theo Định lý hàm ẩn, z có thể được rút ra từ phương trình (1.4.b) như là một 

hàm số của y. Sau khi chèn z vào phương trình (1.4.a) ta có phương trình vi 

phân thường. Điều này cho thấy  tồn tại nghiệm đơn trị và đều.  

Xét hệ nhiễu 

 

 

1

2

y' f y, z (x)

0 g y, z (x).





 

 
 

Áp dụng Định lý hàm ẩn ta có 

 1 2z(x) z(x) C y(x) y(x) (x) ,     

với 2(x)  nhỏ và y(x)  đủ gần với y(x) . Ta trừ phương trình (1.4.a) cho 

phương trình nhiễu tương ứng, lấy tích phân từ 0 đến x, sử dụng điều kiện 

Lipschitz cho f và ước lượng ở trên đối với z(x) z(x) . Ta được 

   e(x) y(x) y(x)     

2 3 2 1

0 0 0

0

x x x

e(x) e( ) C e(t)dt C (t) dt (t)dt ,        

và theo bất đẳng thức Gronwall, ta có 

x

4 2 1

0 0
0 x

y(x) y(x) C y(0 ) y(0 ) (t) dt max (t)dt .




 

 

 
     

 
 

   

Sau khi chèn bất đẳng thức trên vào ước lượng z(x) z(x) , ta có ước 

lượng (1.3) không phụ thuộc vào đạo hàm của nhiễu. Do đó, hệ có chỉ số 1. 

Bài toán có dạng 

BY ' a(Y ) (1.6 )  

với ma trận hằng số B có thể được đưa về dạng (1.4) nhờ việc phân tích (như 

bằng phép khử Gaussian) như sau 


