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Mở đầu

1. Lý do chọn đề tài

Bài toán chia kẹo của Euler [1]: Có n chiếc kẹo giống nhau chia cho m

em bé. Hỏi có bao nhiêu cách chia kẹo?

Hay chính là bài toán sau đây:

Bài toán A (Bài toán Euler [1]): Tìm số nghiệm nguyên không âm của

phương trình

x1 + x2 + · · ·+ xm = n, m, n ∈ N∗.

Sự tương tự của Bài toán Euler đã được đề cập trong [4]. Ở đó, Dong - IL.

Kim đã xét phương trình Waring sau:

fk1 (z) + · · ·+ fkn(z) = z, (1)

ở đó f1(z), . . . , fn(z) là các đa thức với hệ số phức, k là số nguyên dương.

Trong [2], Nguyễn Hoài Nam đã xét phương trình sau đây đối với đa thức

trên trường đóng đại số đặc số không:

fk1 (z) + · · ·+ fkn(z) = 0.

Mặt khác, sự tương tự giữa đa thức và số nguyên cho ta ứng dụng của các kiểu

phương trình trên trong toán học phổ thông (xem [2]). Theo hướng nghiên cứu

này, chúng tôi xem xét vấn đề: Phương trình Euler - Waring đối với đa thức

trên trường đóng đại số đặc số không và ứng dụng. Cụ thể, chúng tôi xét hai

phương trình sau:



2

fk1 (z) + · · ·+ fkn(z) = p(z), (2)

fk11 (z) + · · ·+ fknn (z) ≡ p(z), (3)

ở đó f1(z), . . . , fn(z), p(z) là các đa thức trên trường đóng đại số đặc số

không, k, k1, . . . , kn là các số nguyên dương nào đó.

2. Mục đích, nhiệm vụ và phương pháp nghiên cứu

Tổng hợp và trình bày các kết quả trong [4] và tương tự của nó về các

phương trình (1), (2) và (3). Chú ý rằng công cụ chúng tôi dùng ở đây có khác

so với Dong-Il.Kim và Nguyễn Hoài Nam. Trong [4], Dong-Il.Kim dùng công

thức Nhị Thức Newton và bất đẳng thức giữa bậc và số không điểm. Trong

[2], Nguyễn Hoài Nam dùng các Định lý chính đối với đường cong hữu tỷ. Ở

đây chúng tôi dùng Định lý Mason suy rộng [3, Định lý 2.1.2 ].

Ứng dụng các kết quả về phương trình (2) và (3) trong toán học phổ thông.

Để ý rằng C là trường đóng đại số đặc số không. Do đó các kết quả khi xét

đối với K là trường đóng đại số đặc số không vẫn đúng khi thay K bằng C.

Ngoài ra, chúng tôi cũng xét tương tự vấn đề của Dong-Il.Kim và mở rộng

của nó cho Bài toán chia kẹo của Euler và phương trình nghiệm nguyên.

3. Nội dung nghiên cứu

Luận văn tổng hợp, trình bày các kết quả về phương trình Euler - Waring

đối với đa thức trên trường đóng đại số đặc số không và ứng dụng của nó. Các

kết quả này đã được đề cập trong [4] và tương tự của nó, trường hợp đặc biệt

đã được đề cập trong [2]. Các ví dụ ứng dụng đã được đề cập trong [1]. Cụ

thể:

- Trình bày các Định lý 1.1.7, 1.1.9, 1.2.1, 1.2.3, 2.1.7, 2.1.8. Định lý

1.1.9 là kết quả của Dong - Il. Kim trong [4, Định lý 2.1.2]. Định lý 1.2.1,

1.2.3 là trường hợp riêng của Định lý 3.2.1 trong [4].

- Trình bày 7 ví dụ về Bài toán chia kẹo của Euler.
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- Trình bày 6 ví dụ về ứng dụng vấn đề của Dong - Il. Kim trong [4] đối

với phương trình nghiệm nguyên.

4. Cấu trúc luận văn

Luận văn được chia thành hai chương với nội dung chính như sau:

Chương 1 trình bày phương trình Euler - Waring đối với đa thức tuyến

tính và đa thức Laurent trên trường đóng đại số đặc số không. Cụ thể: trình

bày các Định lý 1.1.7, 1.1.9, 1.2.1, 1.2.3. Định lý 1.1.9 là kết quả của Dong -

Il. Kim trong ([4] Định lý 2.1.2) . Định lý 1.2.1, 1.2.2 là trường hợp riêng của

Định lý 3.2.1 trong [4].

Chương 2 trình bày phương trình Euler - Waring đối với đa thức trên

trường đóng đại số đặc số không và ứng dụng trong toán học phổ thông. Các

Định lý 2.1.7, 2.1.8 là tương tự của Định lý 2.1.2, Định lý 3.2.1 trong [4]

cho phương trình P (f) = Q(g), ở đó P,Q là đa thức, f, g là hàm hữu tỷ

trên trường đóng đại số đặc số không. Về phần ứng dụng trong toán học phổ

thông, chương này trình bày 7 ví dụ về Bài toán Euler, 6 ví dụ về ứng dụng

vấn đề nghiên cứu của Dong - Il.Kim trong [4] đối với phương trình nghiệm

nguyên.

Thái Nguyên, ngày 20 tháng 11 năm 2015

Hồ Thị Thu Huyền

Email: hothuhuyen75@gmail.com

hothuhuyen75@gmail.com
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Chương 1

Phương trình Euler - Waring đối với đa thức
tuyến tính và đa thức Laurent trên trường
đóng đại số đặc số không

Dong - IL. Kim [4] đã phát biểu và chứng minh định lý sau.

Định lý B ([4], Định lý 2.1.2). Giả sử k ≥ 2, n ≥ 2. Cho f1, . . . , fn là các đa

thức tuyến tính khác hằng thỏa mãn

fk1 (z) + · · ·+ fkn(z) = z. (1)

Giả sử rằng p là số n nhỏ nhất thỏa mãn (2). Khi đó p = k.

Từ Định lý B trong chương này chúng tôi xét phương trình (1) và phương

trình sau đối với đa thức Laurent:

fk1 (z) + fk2 (z) = a. (1.1)

fk1 (z) + fk2 (z) = z. (1.2)

1.1 Phương trình Euler - Waring đối với đa thức tuyến
tính

Trước tiên chúng ta nhắc lại các kết quả của vấn đề nhận giá trị đối với

các hàm hữu tỷ trên trường đóng đại số đặc số không.
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Định nghĩa 1.1.1. Một trường K được gọi là đóng đại số nếu mọi đa thức

một ẩn có bậc khác không với hệ số trong K, có nghiệm trong K.

Ví dụ 1.1.1. Trường hữu tỷ Q không là trường đóng đại số vì đa thức P (x) =

x10+2 không có nghiệm trong Q mặc dù các hệ số của đa thức này đều thuộc

Q.

Trường số thực R không là trường đóng đại số vì đa thức P (x) =
√
3x2+1

không có nghiệm trong R mặc dù các hệ số của đa thức này đều thuộc R.

Định nghĩa 1.1.2. Cho K là một trường.

1) Số tự nhiên n nhỏ nhất khác không sao cho n.1 = 0 thì số n được gọi

là đặc số không của trường K. Kí hiệu char(K).

2) Với mọi số tự nhiên n 6= 0 mà n.1 6= 0 thì khi đó ta nói trường K có

đặc số là 0.

Ví dụ 1.1.2. Trường số thực R có đặc số 0. Trường Z13 có đặc số 13 vì 13 ≡ 0

và 13 là số nguyên dương nhỏ nhất thỏa mãn điều kiện này.

Kí hiệu K là trường đóng đại số, đặc số không. Gọi f là đa thức khác hằng

có bậc n trên K và a là không điểm của f . Khi đó

f = (z − a)mp(z),

với p(a) 6= 0 và m là bội của không điểm a của f .

Đặt µ0f(a) = m. Kí hiệu n(f) là số các không điểm của f kể cả bội,

d ∈ K và l là số nguyên dương. Ta định nghĩa

n(f, d) = n(f − d),

nl(f) =
q∑

i=1

min{mi, l} ở đó f = a(f − z1)m1 . . . (f − zq)mq ,

nl(f, d) = nl(f − d),

n0(f) = q,

n0(f, d) = n0(f − d).


