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Mé& dau

Cung véi cac bién doi tich phan khéac, nhu bién ddi Fourier, bién ddi Hankel,
bién doi Mellin, v.v..., bién déi Laplace 1a mot trong nhitng bién déi tich phan
quan trong ciia Giai tich todn hoc va 1a cong cu hitu hiéu gidi nhiéu bai toan
cua cac phuong trinh vi phan, phuong trinh tich phan, v.v...

Vi thé, tim hiéu va hoc tap vé bién ddi Laplace la viec can thiét. Toi da
chon dé tai "Bién doi Laplace va mot sé ung dung" lam dé tai luan van véi
mong muén duge hoc tap va tim hiéu sau hon vé linh vic nay.

D& c6 mot s6 luan van va khéa luan vé dé tai nay, chang han céc tai lieu
tir 1)-3) trong [4]. Tuy nhién, con nhiéu van dé quan trong va hay vé 1y thuyét
ciing nhu @ng dung ciia bién doi Laplace ma céac tai lieu trude day chua dé
cap, dé la: Dinh 1y Tauberian va Bo dé Watson, cac phuong phap tim bién ddi
Laplace ngugc, phuong trinh sai phan va vi phan c6 cham, ap dung bién dodi
Laplace tim tong ctia chudi va tinh cac tich phan suy rong, phuong trinh tich
phan Abel, v.v...

Muc dich ctia luan van nay la trinh bay co s6 1y thuyét cia bién doi Laplace
va mot s6 ting dung trong phuong trinh vi phan, phuong trinh tich phan va
mot s6 van deé lien quan khac.

Luan vian cé bd cuc: Mé dau, ba chuong, Két luan va Tai lieu tham khéo.

Chuong 1 trinh bay co s6 1y thuyét cia bién doi Laplace, trong d6 di sau
vé bién ddi Laplace ngudce, Dinh 1y Tauberian va Bo dé Watson. Dac biét, da
dua ra nhiéu vi du ¢6 do kho khac nhau vé tim bién ddi Laplace va bién ddi
Laplace ngugc.

Chuong 2 trinh bay nhiing tng dung ctia bién doi Laplace trong phuong
trinh vi phan thuong, phuong trinh sai phan va phuong trinh vi phan ¢6 cham,
phuong trinh dao ham riéng. DA chon lya nhiéu vi du ap dung c6 nguon goc tir
Co hoc va Vat 1y, nhu dao dong co diéu hoa, dao dong dién diéu hoa, truyen
nhiét, v.v...

Chuong 3 trinh bay mot s6 tng dung ctia bién doi Laplace trong céc bai
toan vé tim tong ciia chudi vo han, tinh toan v danh gia céc tich phan, giai

cac phuong trinh tich phan Volterra dang chéap, dac biét 1a phuong trinh tich



phan Abel trén nia truc.

Luan van dugce hoan thanh dudi sy huéng dan tan tinh ctia Thay-Tién s¥,
NCVC Nguyén Van Ngoc, Truong Dai hoc Thang Long. Chinh Thay da giup
em c6 them dong luc dé hoc tap, nghién cttu v hoan thién khoa luan nay.

Bén canh d6, em ciing xin duge bay té long biét on sau sic dén Quy Thay
co da truc tiép giang day 16p K7Y ciia ching em, Ban Giam Hiéu, Phong dao
tao, Khoa Toan-Truong Dai hoc khoa hoc-Dai hoc Thai Nguyén da nhiét tinh
gitip d6 em trong sudt qua trinh hoc tap tai Truong, ciing nhu qué trinh lam
luan van sau nay.

That 1a thiéu s6t néu em khong nhac dén sy quan tam, giip dé ctia mdi
thanh vien trong 16p K7Y clia em; cac Thay co trong BGH, dong nghiép, To
Toan trong Hoi dong Gido duc Nha Truong THPT Hung Yén, noi em dang
cong tac.

Va con nita, tinh than Gng ho, sut quan tam, dong vien, khich lg, tao dicu
kién hét long clia gia dinh da gitp em hoan thanh khéa luan nay.

Em xin dugc bay té long tri an sau sac nhat t6i tat ca moi nguoi.

Vé ban than, em sé c6 gang khong ngiing viéc trau doi va cau thi dé khéa luan
thém hoan thién khi duge dén nhan syt quan tam, gép v clia cac Quy Thay co
va ban be dong nghiép.

Em xin tran trong cam on.

Thai Nguyén, thang 11 nam 2015

Hoc vién

Vit Thi Thu Ha



Chuong 1

Dinh nghia bién déi Laplace va cac
tinh chat co ban

Trong chuong nay, ching toi trinh bay cac khai niém vé bién ddi Laplace,
nhu bién doi Laplace thuan va Laplace ngudc, cac tinh chat co ban ciia bién
doi Laplace, dac biet 1a dich chuyén va tich chap. Ngoai phan 1y thuyét, chuong
nay con dua ra nhiéu vi du minh hoa. Noi dung ctia chuong nay dugc hinh
thanh chi yéu tit cac tai lieu [5], [6].

1.1 Dinh nghia hinh thidc cta bién d6i Laplace va cac vi du

1.1.1  Dinh nghia hinh thic

Bién doi Laplace clia f(t) mot cach hinh thic duge dinh nghia bdi cong
thiic:

L{ft)} = f(s) = /() e St f(t)dt. Res > 0. (1.1)

O day et 1a hat nhan ctia bién ddi va s 1a bién s6 ctia bién ddi va 1a mot
s6 phitc. Dudi diéu kien kha rong rai vé f(t), bién doi Laplace ctia né f(s) 1a
ham giai tich theo s trong nita mit phang, 6 d6 Re > a, ¢ day « 1a mot hing
sO thuyc duong.

Stt dung cong thiic (1.1), chiing ta c6 thé tinh toan cic bién doi Laplace clia

mot s6 ham cap thap don gian.

1.1.2 Cac vi du

Vi du 1.1. Néu f(t) = e, trong d6 a 1a mot hiang s6 thyc thi

L{eat} = 7(8) = / e~ (5=a)t gy — ! , Res > a. (1.2)
0

s—a



Vi du 1.2. Néu f(t) = sinat, trong d6 a 1a hing s6 thyc thi

L{sinat} = / e Stsinatdt = l/ [et(smia) _ omtstia)) gy (1.3)
0 20 Jo
1 1

B 1[ }_ a
 2ils—ia  s+ial s2+a?’

Tuong tu, ta co:

S

L{COS at} = m

(1.4)

Vi du 1.3. Néu f(t) = sinhat hoiic coshat, trong dé a 13 hing s6 thyc thi

: > —st a
L{sinhat} = /0 e " sinh atdt = CRpE (1.5)
00 . s
L{coshat} = /0 e~ cosh atdt = L (1.6)
Vi du 1.4. Néu f(t) = t*, trong d6 n 14 mot s6 nguyén duong thi
n n!
f(s) =LAt }:W- (1.7)

Trd lai cong thiic (1.2) v6i a = 0, ldy dao ham theo s hai vé, mot cach hinh
thiie, ta co:

/0 te Stdt = 5_12 (1.8)

Diéu do6 c6 nghia la

1
Dao ham theo s hai vé clia (1.8) ta dugc:
L{t*} = / tre~stdt = 33 (1.10)
0 S
Tuong ty nhu vay, véi a = 0, lay dao ham theo s hai vé ctia (1.2) n 1an, ta duge
cong thic:
ny _ > n_—st _ n'
L{t}_/o t"e dt_8n+. (1.11)
Vi du 1.5. Néu ¢ > —1 va 1a mot s6 thuce thi
“ [a+1



Ching ta c6
L{t*} = / tre st dt,
0

Lic nay, dat st = z, thi

[, [(a+1)
:3a+1/0 xae xd.ﬁU:SaT

O day T'(a) 13 ham Gamma dugdc dinh nghia béi tich phan
I'(a) = /OO e "dr, a>0. (1.13)
0
Ham Gamma c6 tinh chat:
T(a+ 1) = al'(a). (1.14)

RO rang, két qua (1.12) 1a mot phan mé rong cia (1.11). Sau d6 1la mot
truong hop dac biét ctia truée day khi a 1a mot s6 nguyén duong.

Dic biet khi a = —%, két qué ctia (1.12) cho:

re)
oty - 20 \/E,kmr(l):\/%. (1.15)
Vit Vs $ 2
Tuong tu,
NEIR
L{Vt} = S = 5 A (1.16)
6 day
ry=r(+1=1rd)= YT

1.2 Diéu kién ton tai ctia bién do6i Laplace

Mot ham f(¢) duge goi 1a ham cAp mii a > 0 trén (0 < ¢ < o), néu ton tai
mot hang sd6 duong K, sao cho t > T,

[f()] < Ke, (1.17)
va ching ta viét dieu nay mot cach tugng trung nhu sau:

£(t) = 0(e™), khi t — . (1.18)



Hay tuong duong:
lim e | f(t)] < K lim e~ 9" = 0,b > a. (1.19)
t—00 t—00

Don gian hon, ham f(t) dudc goi cap mil khi t — oo néu né khong ting nhanh
hon Ke® khi t — oo.

Dinh 1y 1.1. Néu mot ham f(¢) lién tuc ho#c lien tuc ting khic trén moi
khoang thoi gian xac dinh (0;7) va 1a ham cap mil e, thi bién ddi Laplace
clia f(t) ton tai véi moi s, theo diéu kién phan thiic Res > a.

‘/ e St dt /e"’t|f(t)!dt (1.20)

<K/ —He—a) gy — ,c:Res>a.

c—a

Chiing minh. Ching ta c6

Chiing minh da hoan thanh.
Luu y rang diéu kién néu trong Dinh 1y 1.1 chi 13 mot diéu kien dia ma
khong phai 1a dieu kien can.
Cing theo (1.20), thi
lim |f(s)] =0.= lim f(s) = 0.
S§— 00 S§— 00
Két qua nay dugc xem nhu 1a tinh chat vé giéi han ctia bién doi Laplace.
Tuy nhién f(s) = s hosic s*> khong 1 bién doi Laplace ctia bat ki ham lién
tuc (hay ham lien tuc ting phan) nao, bdi vi f(s) khong tién t6i 0 khi s — oc.
Hon nita, mot ham f(t) = at?, a > 0 khong thé c6 mot bién doi Laplace mic

di1 n6 1 ham lién tuc nhung khong 13 cap mil. O

1.3 Cac tinh chit don gian cta bién déi Laplace

1. Tinh chat vé dich chuyén

Dinh 1y 1.2. (Dinh ly thit nhat vé chuyén dich Heaviside).
Néu L{F(0)} = F(s) thi

L{e ™ f(t)} = f(s + a),trong d6 a 13 mot hiang s6 thue. (1.21)

Chiing minh. Theo dinh nghia, chung ta c6

Li{ef(t)} = /000 e T f(t)dt = f(s +a).



