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Mở đầu

Trong toán học hiện đại, tất cả các cấu trúc toán học đều dựa trên cấu trúc không
gian vector. Chỉ với hai phép toán cộng hai vector và nhân một số với một vector,
không gian ấy đã mô tả được nhiều sự kiện quan trọng của toán học nói riêng và
của các ngành khoa học tự nhiên nói chung. Vector là một công cụ mạnh để giải các
bài toán hình học phổ thông. Phương pháp vector ngày nay đã trở nên quen thuộc để
giải các bài toán hình học cũng như các loại toán khác thay cho cách giải toán truyền
thống, nó góp phần làm nên vẻ đẹp mới trong mỗi lời giải bài toán. Tiếp nối luận văn
của tác giả Nịnh Thị Thu với đề tài "Phương pháp vector", bảo vệ thành công năm
2015 (xem [7]), tôi tự đặt cho mình bài toán nghiên cứu các ứng dụng của các phép
toán tích vô hướng và tích có hướng vào giải các bài toán Hình học, Đại số và một
số bài toán của Vật lý. Mục đích của đề tài là:

1. Nêu bật các kỹ thuật thường gặp khi ứng dụng tích vô hướng và tích có hướng
để giải các bài toán. Các kỹ thuật này được minh họa qua hàng loạt các ví dụ
tường minh.

2. Hệ thống các bài toán có thể giải bằng cách ứng dụng các phép toán trên, đặc
biệt nêu rõ ứng dụng của các phép toán vector vào các bài toán phi hình học
như: Giải phương trình, bất phương trình, hệ phương trình; chứng minh bất
đẳng thức, tìm cực trị hình học, cực trị đại số...

3. Trình bày thêm tích giả vô hướng (tích ngoài) của hai vector, diện tích đại số,
ví dụ về đại số Lie,... các kiến thức có ích mà chương trình đại học chưa đề cập
đến.

Phạm vi của đề tài là ứng dụng các phép toán của không gian vector vào các bài toán
trong chương trình phổ thông, đặc biệt chú ý đến các bài toán thi học sinh giỏi các
cấp, thi Olympic trong nước và Quốc tế, các bài thi vào Trung học phổ thông chuyên
và các đề thi Đại học. Ngoài phần mở đầu và danh mục tài liệu tham khảo nội dung
luận văn được chia làm hai chương:

• Chương 1. Tích vô hướng trong không gian vector Euclid dành để trình bày
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những ứng dụng của tích vô hướng giải các bài toán Hình học phẳng, Hình học
không gian và các bài toán Đại số.

• Chương 2. Tích giả vô hướng và tích có hướng, giới thiệu mới về phép toán "
tích giả vô hướng", các ứng dụng của 2 phép toán này trong phạm vi kiến thức
của Hình học phổ thông.

Mỗi chương đều có phần giới thiệu chung về lý thuyết cần dùng đến trong
chương. Nội dung nào đã có thì nêu tài liệu trích dẫn, nội dung nào mới thì được
tác giả chứng minh chi tiết và chặt chẽ. Ý tưởng đó được tác giả lưu ý trong suốt luận
văn.

Thái Nguyên, ngày 25 tháng 11 năm 2015
Tác giả

Nguyễn Trọng Nghĩa
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Chương 1

Tích vô hướng trong không gian vector Euclid

Trong không gian vector ta có các khái niệm cơ bản như độc lập tuyến tính, phụ
thuộc tuyến tính, tập sinh, cơ sở, tọa độ, không gian con k-chiều (đường thẳng, mặt
phẳng,...). Ngoài các phép toán cộng, trừ các vector, nhân một số với một vector ta
cần đến phép toán mới để diễn tả các khái niệm mang nội dung hình học nhiều như:
Độ dài của vector, góc giữa hai vector, tính trực giao, thể tích khối đa diện... Đó là
phép toán nhân vô hướng của hai vector. Phép toán đó cũng cho ta khái niệm không
gian vector Euclid (có thể xem chi tiết trong [8]).

1.1 Định nghĩa không gian vector Euclid

Định nghĩa 1.1. Một không gian vector E trên trường số thực R được gọi là một
không gian vector Euclid thực nếu có một dạng song tuyến tính đối xứng 〈α, β〉 : E×
E→ R thỏa mãn điều kiện 〈α, α〉 > 0 với mọi vector α 6= 0. Dạng song tuyến tính
đối xứng này được gọi là tích vô hướng của E.

Nói cách khác, tích vô hướng của hai vector α, β ∈ E là số thực 〈α, β〉, ký hiệu
đơn giản là α.β, thỏa mãn bốn tiên đề sau

(1) α.β = β.α

(2) (α1 + α2).β = α1.β + α2.β

(3) k.(α.β) = (k.α).β với mọi k ∈ R

(4) α.α = α2; và α.α = 0 khi và chỉ khi α = θ.

Ta xét một số ví dụ về không gian vector Euclid.

Ví dụ 1.1. Các không gian sau cùng tích vô hướng xác định

(1) Không gian vector tự do trong hình học sơ cấp là một không gian vector Euclid
với tích vô hướng −→α .

−→
β = |−→α |.|

−→
β |. cos(−→α ,

−→
β ).
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(2) Giả sử E là không gian vector thực n chiều và−→e 1,
−→e 2, ...,

−→e n là một cơ sở của

nó. Có thể định nghĩa một tích vô hướng trên E như sau: Nếu −→α =
n∑
i=1

xi
−→ei

và
−→
β =

n∑
i=1

yi
−→ei thì ta đặt −→α .

−→
β =

n∑
i=1

xiyi. Nói riêng nếu E = Rn thì tích vô

hướng trên là tích vô hướng chính tắc trên Rn.

Định nghĩa 1.2. Chuẩn hay độ dài của một vector −→α ∈ E là đại lượng |−→α | =√−→α .−→α . Nếu |−→α | = 1 thì −→α được gọi là một vector định chuẩn.
Khái niệm chuẩn là mở rộng khái niệm độ dài thông thường lên không gian nhiều

chiều.

Ví dụ 1.2. Với mọi vector −→α = (a1, ..., an) ∈ Rn ta có |−→α | =
√
a12 + ...+ an2.

Dễ thấy chuẩn của một vector có những tính chất cơ bản sau

(1) |−→α | ≥ 0 ∀−→α ∈ E ; |−→α | −→α =
−→
0 khi và chỉ khi −→α =

−→
0

(2) |c−→α | = |c| . |−→α | ∀c ∈ R;∀−→α ∈ E

(3)
−→
β =

−→α
|−→α |

là vector định chuẩn của mọi vector −→α 6= −→0 .

Chuẩn của một vector cũng thỏa mãn những bất đẳng thức quen thuộc trong hình
học. Hai bất đẳng thức sau được sử dụng rộng rãi trong các ví dụ ứng dụng tích vô
hướng là

1. |−→α ±
−→
β | ≤ |−→α |+ |

−→
β | (bất đẳng thức tam giác).

2. |−→α .
−→
β | ≤ |−→α |.|

−→
β | (bất đẳng thức Schwarz).

Định nghĩa 1.3. Với mọi vector −→α ,
−→
β 6= −→0 của E ta gọi góc giữa −→α ,

−→
β là góc ϕ

với 0 ≤ ϕ ≤ π sao cho

cosϕ =
−→α .
−→
β

|−→α |.|
−→
β|
.

Khái niệm này phù hợp với khái niệm góc thông thường trong hình học. Kết quả

sau cũng gọi là Định lý cosin: Nếu ϕ là góc giữa hai vector −→α ,
−→
β thì

∣∣∣−→α ±−→β ∣∣∣2 =

|−→α |2 +
∣∣∣−→β ∣∣∣2±2 |−→α | ·

∣∣∣−→β ∣∣∣ · cosϕ.

Định nghĩa 1.4. Giả sử S1 và S2 là hai tập hợp các vector trong E. Ta gọi S1 trực
giao với S2 nếu −→α .

−→
β = 0 với mọi vector −→α ∈ S1,

−→
β ∈ S2.

Do tính đối xứng của tích vô hướng nên nếu −→α và
−→
β trực giao với nhau thì

−→
β

và −→α cũng trực giao với nhau. Ta có định lý mở rộng của Định lý Pitago: Nếu −→α ,
−→
β

là hai vector trực giao thì |−→α +
−→
β |2 = |−→α |2 + |

−→
β |2.


