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MÐ ��U
N«m 1926, R. Nevanlinna �÷ñc chùng tä mët h m ph¥n h¼nh tr¶n

m°t ph¯ng phùc C �÷ñc x¡c �ành mët c¡ch duy nh§t bði £nh ng÷ñc

khæng t½nh bëi cõa 5 ph¥n bi»t c¡c gi¡ trà. Cæng tr¼nh n y cõa Æng

�÷ñc xem l  khði nguçn cho c¡c v§n �· nghi¶n cùu v· tªp x¡c �ành duy

nh§t. V· sau, vi»c nghi¶n cùu sü x¡c �ành c¡c h m ph¥n h¼nh bði £nh

ng÷ñc cõa mët tªp húu h¤n ph¦n tû �¢ thu hót �÷ñc sü quan t¥m cõa

nhi·u nh  to¡n håc trong v  ngo i n÷îc.

N«m 1977, Gross ([4]) �· xu§t nghi¶n cùu v§n �· x¡c �ành duy nh§t

h m ph¥n h¼nh (h m nguy¶n) bði £nh ng÷ñc cõa mët tªp húu h¤n. Khi

nghi¶n cùu v§n �· cõa Gross, n«m 1996 H. Yi ([11]) chùng minh hai

h m ph¥n h¼nh ph£i tròng nhau n¸u chóng chung nhau tªp S = {z :

zn + azn−m + b = 0}, trong �â m,n l  hai sè nguy¶n d÷ìng sao cho m

v  n khæng câ ÷îc sè chung, n > 2m+ 8 (m ≥ 2) v  a, b l  c¡c h¬ng sè

kh¡c khæng sao cho ph÷ìng tr¼nh zn + azn−m + b = 0 khæng câ nghi»m

bëi N«m 1998, Fang v  Hua ([3]) �¢ chùng minh: n¸u hai h m ph¥n

h¼nh f v  g thäa m¢n Θ(∞, f) > 11
12 ,Θ(∞, g) > 11

12 v  Ef(S) = Eg(S)

th¼ f ≡ g, trong �â S = {z : z7 − z6 − 1 = 0}. K¸t qu£ tr¶n cõa Fang

v  Hua cho th§y mët �i·u ki»n �¤i sè �º f ≡ g, trong �â �i·u ki»n �¤i

sè câ chùa �i·u ki»n v· sè khuy¸t t¤i ∞. V· sau câ nhi·u nh  to¡n håc

ti¸p töc mð rëng theo h÷îng nghi¶n cùu n y vîi mong muèn t¼m ra c¡c

�i·u ki»n �¤i sè mîi câ chùa sè khuy¸t �º hai h m ph¥n h¼nh tròng

nhau. Ch¯ng h¤n, Lahiri ([5]), Lahiri v  Banerjee ([6]), A. Banerjee v 

S. Majumder ([1, 2]) ....

Vîi mong muèn t¼m hiºu v§n �· h m ph¥n h¼nh �÷ñc x¡c �ành mët

c¡ch duy nh§t bði �i·u ki»n �¤i sè câ chùa gi¡ trà khuy¸t, chóng tæi

chån �· t i �Tªp duy nh§t cho c¡c h m ph¥n h¼nh vîi gi¡ trà
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khuy¸t� . Möc �½ch ch½nh cõa luªn v«n l  tr¼nh b y mët sè k¸t qu£

�÷ñc chùng minh n«m 2013 bði A. Banerjee v  S. Majumder trong [1]

v  [2]. Luªn v«n n y gçm câ hai ch÷ìng nh÷ sau:

Ch÷ìng 1: Mët sè ki¸n thùc cì sð trong lþ thuy¸t Nevanlinna. Trong

ch÷ìng n y chóng tæi tr¼nh b y mët sè ki¸n thùc cì b£n trong lþ thuy¸t

ph¥n bè gi¡ trà Nevanlinna cho c¡c h m ph¥n h¼nh v  mët sè kh¡i ni»m

v  k½ hi»u sû döng trong Ch÷ìng 2.

Ch÷ìng 2: Tªp gi¡ trà duy nh§t cho c¡c h m ph¥n h¼nh vîi gi¡ trà

khuy¸t. �¥y l  ch÷ìng ch½nh cõa luªn v«n, chóng tæi tr¼nh b y l¤i mët

sè k¸t qu£ nghi¶n cùu cõa A. Banerjee v  S. Majumder v· �i·u ki»n

�¤i sè câ chùa gi¡ trà khuy¸t �º hai h m ph¥n h¼nh l  b¬ng nhau.
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Ch÷ìng 1

Mët sè ki¸n thùc cì b£n trong lþ

thuy¸t Nevanlinna

1.1. C¡c h m Nevanlinna v  t½nh ch§t

Tr÷îc h¸t ta nhc l¤i mët sè kh¡i ni»m v· khæng �iºm v  cüc �iºm

cõa h m ph¥n h¼nh, th÷íng �÷ñc sû döng trong lþ thuy¸t ph¥n bè.

�ành ngh¾a 1.1. Cho h m ch¿nh h¼nh f tr¶n m°t ph¯ng phùc C, �iºm
z0 ∈ C �÷ñc gåi l  khæng �iºm bëi k > 0 cõa h m f(z) n¸u tçn t¤i mët

h m ch¿nh h¼nh h(z) khæng tri»t ti¶u trong l¥n cªn U cõa z0 sao cho

trong l¥n cªn �â h m f �÷ñc biºu di¹n d÷îi d¤ng

f(z) = (z − z0)kh(z).

Ngh¾a l  f (n)(z0) = 0, vîi méi n = 1, ..., k − 1 v  f (k)(z0) 6= 0.

�ành ngh¾a 1.2. �iºm z0 �÷ñc gåi l  cüc �iºm bëi k > 0 cõa h m

f(z) n¸u trong l¥n cªn U cõa z0 h m f �÷ñc biºu di¹n d÷îi d¤ng

f(z) =
1

(z − z0)k
.h(z), trong �â h m h(z) l  h m ch¿nh h¼nh khæng

tri»t ti¶u trong l¥n cªn U cõa z0.

Vîi méi sè thüc x > 0, k½ hi»u:

log+ x = max{log x, 0}.
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Khi �â log x = log+ x− log+(1/x).

Cho f l  mët h m ph¥n h¼nh tr¶n C, r > 0, vîi méi ϕ ∈ [0; 2π], ta

câ

log |f(reiϕ)| = log+ |f(reiϕ)| − log+

∣∣∣∣ 1

f(reiϕ)

∣∣∣∣ ,
n¶n

1

2π

2π∫
0

log
∣∣f(reiϕ)

∣∣ dϕ =
1

2π

2π∫
0

log+
∣∣f(reiϕ)

∣∣ dϕ− 1

2π

2π∫
0

log+

∣∣∣∣ 1

f(reiϕ)

∣∣∣∣ dϕ.
�ành ngh¾a 1.3. H m

m(r, f) =
1

2π

2π∫
0

log+
∣∣f(reiϕ)

∣∣ dϕ
�÷ñc gåi l  h m x§p x¿ cõa h m f .

B¥y gií ta �ành ngh¾a c¡c h m �¸m. Cho f l  h m ph¥n h¼nh v 

r > 0. K½ hi»u n(r, 1/f) l  sè khæng �iºm kº c£ bëi, n(r, 1/f) l  sè

khæng �iºm khæng kº bëi cõa f , n(r, f) l  sè cüc �iºm kº c£ bëi, n(r, f)

l  sè cüc �iºm khæng kº bëi cõa f trong Dr = {z ∈ C : |z| 6 |r|}.

�ành ngh¾a 1.4. H m

N(r,∞; f) = N(r, f) =

r∫
0

n(t, f)− n(0, f)

t
dt+ n(0, f) log r

�÷ñc gåi l  h m �¸m kº c£ bëi cõa f (cán gåi l  h m �¸m t¤i c¡c cüc

�iºm). H m

N(r,∞; f) = N(r, f) =

r∫
0

n(t, f)− n(0, f)

t
dt+ n(0, f) log r

�÷ñc gåi l  h m �¸m khæng kº bëi. Trong �â

n(0, f) = lim
t→0

n(t, f), n(0, f) = lim
t→0

n(t, f).
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�ành ngh¾a 1.5. H m

T (r, f) = m(r, f) +N(r, f)

gåi l  h m �°c tr÷ng cõa h m f .

C¡c h m �°c tr÷ng T (r, f), h m x§p x¿ m(r, f) v  h m �¸m N(r, f)

l  ba h m cì b£n trong lþ thuy¸t ph¥n bè gi¡ trà, nâ cán gåi l  c¡c h m

Nevanlinna.

Ti¸p theo ta �· cªp �¸n mët sè h m �¸m mð rëng th÷íng dòng trong

chùng minh c¡c �ành lþ v· x¡c �ành duy nh§t h m ph¥n h¼nh. Cho f

l  h m ph¥n h¼nh v  r > 0, k½ hi»u nk(r, f) l  sè cüc �iºm bëi ct cöt

bði k trong Dr cõa f (tùc l  c¡c cüc �iºm bëi l > k ch¿ �÷ñc t½nh k l¦n

trong têng nk(r, f)). H m

Nk(r, f) =

r∫
0

nk(r, f)− nk(0, f)

t
dt+ nk(0, f) log r

�÷ñc gåi l  h m �¸m bëi ct cöt bði k, trong �â nk(0, f) = limt→0 nk(r, f).

Sè k trong nk(r, f) �÷ñc gåi l  ch¿ sè bëi ct cöt.

Cho a ∈ C∪ {∞}, k½ hi»u n(r, 1/(f − a)) l  sè c¡c khæng �iºm kº c£

bëi, n(r, 1/(f − a)) l  sè c¡c khæng �iºm ph¥n bi»t cõa f − a trong Dr

N(r, 0; f) = N(r,
1

f − a
) =

r∫
0

n(t,
1

f − a
)− n(0,

1

f − a
)

t
dt

+ n(0,
1

f − a
) log r,

N(r, 0; f) = N(r,
1

f − a
) =

r∫
0

n(t,
1

f − a
)− n(0,

1

f − a
)

t
dt

+ n(0,
1

f − a
) log r.

Cho a ∈ C ∪ {∞}, k½ hi»u nk)(r, 1/(f − a)) l  sè c¡c khæng �iºm kº c£

bëi, nk)(r, 1/(f − a)) l  sè c¡c khæng �iºm ph¥n bi»t cõa f − a trong


