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Mở đầu

Phương trình Diophant là một trong những dạng toán lâu đời nhất của

Toán học và đã trải qua một lịch sử phát triển lâu dài.

Thông qua việc giải các phương trình Diophant, các nhà Toán học đã tìm

ra được những tính chất sâu sắc của số nguyên, số hữu tỷ, số đại số.

Trong các kỳ thi học sinh giỏi quốc gia, quốc tế, phương trình Diophant

vẫn thường xuyên xuất hiện dưới các hình thức khác nhau và luôn được đánh

giá là khó do tính phi tiêu chuẩn của nó.

Luận văn này có mục đích trình bày một số kết quả nghiên cứu gần đây

về một số phương trình Diophant đặc biệt, liên quan đến hàm số học (Hàm

tổng các ước và hàm tích các ước nguyên tố) và biểu diễn số nguyên trong

cơ số tùy ý.

Luận văn gồm phần mở đầu, hai chương, phần kết luận và danh mục tài

liệu tham khảo.

Chương 1. Phương trình dạng σ(n) = γ(n)2.

Trong chương này trình bày một số hàm số học, cấu trúc nghiệm của

phương trình và nghiệm trong một số trường hợp đặc biệt.

Chương 2. Phương trình dạng ax ≡ x(modbn).

Chương này trình bày Bài toán về dãy chữ số cuối của một số và cơ sở

đúng đắn, sự tồn tại nghiệm của phương trình.
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Chương 1

Phương trình dạng σ(n) = γ(n)2.

1.1 Một số hàm số học

1.1.1 Phi - hàm Ơle

Định nghĩa 1.1. Giả sử n là một số nguyên dương. Giá trị của phi - hàm Ơ -

le tại n là số các số nguyên dương không vượt quá n và nguyên tố cùng nhau

với n. Kí hiệu Phi - hàm Ơ - le là ϕ (n).

Ví dụ 1.1. ϕ (1) = 1, ϕ (2) = 1, ϕ (3) = 2, ϕ (4) = 2, ϕ (5) = 4

Định nghĩa 1.2. Cho n là số nguyên dương. Nếu a là số nguyên với (a, n) =

1 thì luôn tồn tại số nguyên dương k để ak ≡ 1 (modn). Số nguyên dương k

bé nhất thỏa mãn ak ≡ 1 (modn) được gọi là cấp của số nguyên a (modn).

Định nghĩa 1.3. Một hệ thặng dư thu gọn môđulô n là một tập hợp gồm

ϕ (n) số nguyên sao cho mỗi phần tử của tập hợp đều nguyên tố cùng nhau

với n và không có hai phần tử khác nhau nào đồng dư môđulô n.

Ví dụ 1.2. Các số 1, 2, 3, 4, 5, 6 lập thành một hệ thặng dư thu gọn môđulô

7. Các số 1, 3, 5, 7 lập thành một hệ thặng dư thu gọn môđulô 8.

Định nghĩa 1.4. Một tập A nào đó được gọi là một hệ thặng dư đầy đủ theo

môđulô n nếu với bất kỳ số x ∈ Z tồn tại một a ∈ A để x ≡ a (modn).
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Ví dụ 1.3. Các số 0, 1, 2, ..., n − 1 lập thành một hệ thặng dư đầy đủ theo

môđulô n.

Tính chất 1.1. Giả sử
{
r1, r2, ..., rϕ(n)

}
là một hệ thặng dư thu gọn môđulô

n, a là số nguyên dương và (a, n) = 1. Khi đó, tập hợp
{
ar1, ar2, ..., arϕ(n)

}
cũng là hệ thặng dư thu gọn môđulô n.

Chứng minh. Trước tiên ta chứng tỏ rằng, mỗi số nguyên arj là nguyên tố

cùng nhau với n. Giả sử ngược lại, (arj, n) > 1 với j nào đó. Khi đó tồn tại

ước nguyên tố p của (arj, n). Do đó, hoặc p |a , hoặc p |rj , tức là hoặc p |a

và p |n , hoặc p |rj và p |n . Tuy nhiên, không thể có p |rj và p |n vì rj và n

là nguyên tố cùng nhau. Tương tự, không thể có p |a và p |n . Vậy, arj và n

nguyên tố cùng nhau với mọi j = 1, 2, ..., ϕ (n).

Còn phải chứng tỏ hai số arj, ark (j 6= k) tùy ý không đồng dư môđulô

n. Giả sử arj ≡ ark (modn) , j 6= k và 1 ≤ j ≤ ϕ (n) , 1 ≤ k ≤ ϕ (n). Vì

(a, n) = 1 nên ta suy ra rj ≡ rk (modn). Điều này mâu thuẫn vì rj, rk cùng

thuộc một hệ thặng dư thu gọn ban đầu môđulô n.

Ví dụ 1.4. Tập hợp {1, 3, 5, 7} là một hệ thặng dư thu gọn theo môđulô 8.

Do (5, 8) = 1 nên {5, 15, 25, 35} cũng là một hệ thặng dư môđulô 8.

Tính chất 1.2. (Định lí Euler) Giả sử m là số nguyên dương và a là số

nguyên với (a,m) = 1. Khi đó aϕ(m) ≡ 1 (modm)

Chứng minh. Giả sử
{
r1, r2, ..., rϕ(n)

}
là một hệ thặng dư thu gọn gồm

các số nguyên dương không vượt quá m và nguyên tố cùng nhau với m. Do

Tính chất 1 và do (a,m) = 1, tập hợp
{
ar1, ar2, ..., arϕ(n)

}
cũng là một

hệ thặng dư thu gọn môđulô m. Như vậy, các thặng dư dương bé nhất của

ar1, ar2, ..., arϕ(m) phải là các số nguyên r1, r2, ..., rϕ(m) xếp theo thứ tự nào

đó. Vì thế, nếu ta nhân các vế từ trong hệ thặng dư thu gọn trên đây, ta được:

ar1.a r2...arϕ(m) ≡ r1. r2...rϕ(m) (modm).
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Do đó, aϕ(m)r1 r2...rϕ(m) ≡ r1. r2...rϕ(m) (modm). Vì
(
r1. r2...rϕ(m),m

)
=

1 nên aϕ(m) ≡ 1 (modm).

Ví dụ 1.5. Ta có: 2ϕ(5) = 24 = 16 ≡ 1 (mod 5)

Nhận xét 1.1. Ta có thể tìm nghịch đảo môdulô n bằng cách sử dụng định lí

Euler. Giả sử a, m là các số nguyên tố cùng nhau, khi đó:

a.aϕ(m)−1 = aϕ(m) ≡ 1 (modm)

Vậy aϕ(m)−1 là nghịch đảo của a môdulô m.

Ví dụ 1.6. Ta có: 2ϕ(9)−1 = 26−1 = 25 = 32 ≡ 5 (mod 9) là một nghịch đảo

của 2 môdulô 9.

Hệ quả 1.1. Nếu (a, b) = 1 thì aϕ(b) + bϕ(a) ≡ 1 (mod ab).

Hệ quả 1.2. Với (a, b) = 1 và n, v là hai số nguyên dương nào đó thì

anϕ(b) + bvϕ(a) ≡ 1 (mod ab)

Hệ quả 1.3. Giả sử có k (k ≥ 2) số nguyên dươngm1, m2, ...,mk và chúng

nguyên tố với nhau từng đôi một.

Đặt M = m1.m2...mk = mi.ti với i = 1, 2, ..., k ta có

tn1 + tn2 + ...+ tnk ≡ (t1 + t2 + t3)
n (modM)

với n nguyên dương.

Tính chất 1.3. Với số nguyên tố p ta có ϕ (p) = p − 1. Ngược lại, nếu p là

số nguyên dương sao cho ϕ (p) = p− 1 thì p là số nguyên tố.

Chứng minh. Nếu p nguyên tố thì với mọi số nguyên dương nhỏ hơn p

đều nguyên tố cùng nhau với p. Do có p − 1 số nguyên dương như vậy nên

ϕ (p) = p− 1.
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Ngược lại, nếu p là hợp số thì p có các ước d, 1 < d < p, p và d không

nguyên tố cùng nhau. Như vậy, trong các số 1, 2, ..., p − 1 phải có những

số không nguyên tố cùng nhau với p, nên ϕ (p) ≤ p − 2. Theo giả thiết

ϕ (p) = p− 1. Vậy p là số nguyên tố.

Ví dụ 1.7. ϕ (3) = 3− 1 = 2, ϕ (31) = 31− 1 = 30

Tính chất 1.4. Giả sử p là số nguyên tố và a là số nguyên dương. Khi đó

ϕ (pa) = pa − pa−1

Chứng minh. Các số nguyên dương nhỏ hơn pa không nguyên tố cùng nhau

với p là các số không vượt quá pa−1 và chia hết cho p. Có đúng pa−1 số như

vậy. Do đó tồn tại pa − pa−1 số nguyên nhỏ hơn pa và nguyên tố cùng nhau

với pa . Vậy ϕ (pa) = pa − pa−1.

Ví dụ 1.8. ϕ (125) = ϕ
(
53
)
= 53 − 52 = 100, ϕ

(
210
)
= 210 − 29 = 525

Tính chất 1.5. Nếu m, n là các số nguyên dương, nguyên tố cùng nhau thì

ϕ (m.n) = ϕ (m) .ϕ (n)

Chứng minh. Ta viết các số nguyên dương không vượt quá mn thành bảng

sau:

1 m+ 1 2m+ 1 ... (n− 1)m+ 1

2 m+ 2 2m+ 2 ... (n− 1)m+ 2

3 m+ 3 2m+ 3 ... (n− 1)m+ 1

... ... .... ... .....

r m+ r 2m+ r ... (n− 1)m+ r


