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Mở đầu

Bài toán: Tìm x ∈ D sao cho F (x̄ ≤ F (x)) với mọi x ∈ D, ký hiệu:

min{F (x)|x ∈ D},

trong đó, D là tập con của không gian X, được gọi là miền chấp nhận
được, F : D → R là hàm mục tiêu, đóng vai trò trọng tâm của lý thuyết
tối ưu. Dựa vào cấu trúc của tập D và tính chất của hàm F , người ta
phân loại bài toán này thành những lớp bài toán khác nhau. Nếu D là
tập mở, F là hàm khả vi, ta gọi bài toán này là bài toán tối ưu trơn. Nếu
F là hàm số không có đạo hàm, thì bài toán này được gọi là bài toán
tối ưu không trơn. Trong lớp các bài toán tối ưu không trơn, người ta có
thể phân loại thành nhiều bài toán cơ bản như bài toán quy hoach tuyến
tính, quy hoạch lồi, quy hoạch Lipschits, quy hoạch liên tục, . . . Bài toán
tối ưu cũng được mở rộng cho trường hợp F là ánh xạ từ tập D vào một
không gian tô pô tuyến tính trên đó có xác định thứ tự từng phần sinh
bởi nón. Từ khái niệm thứ tự từng phần này, ta có các khái niệm khác
nhau về điểm hữu hiệu của một tập hợp như: hữu hiệu lý tưởng, hữu
hiệu Pareto, hữu hiệu yếu, hữu hiệu thực sự, . . . Từ đó, ta có thể phát
biểu các bài toán tối ưu véctơ khác nhau.

Cho X, Y là hai không gian véctơ tôpô, D ⊂ X là một tập con khác
rỗng. Cho C là một nón trong Y , A ⊂ Y . tập các điểm hữu hiệu của A
đối với nón C ký hiệu là αMin(A/C), với α = I, P, Pr,W, tương ứng là
các loại điểm hữu hiệu lý tưởng, điểm hữu hiệu Pareto, điểm hữu hiệu
thực sự và điểm hữu hiệu yếu (các khái niệm này sẽ được trình bày trong
chương 1 của luận văn này).

Cho F : D → Y . Bài toán: Tìm x̄ ∈ D sao cho F (x̄) ∈ αMin(F (D)/C)
được gọi là bài toán tối ưu véctơ α tương ứng với I, P, Pr,W .

Tổng quát hơn, người ta phát triển bài toán tối ưu với F là ánh xạ đa
trị và gọi là bài toán tối ưu véctơ đa trị. Ngoài ra, người ta còn nghiên
cứu bài toán tối ưu với tập ràng buộc D là tập nghiệm tối ưu của một
bài toán tối ưu khác, bài toán này gọi là bài toán tối ưu hai cấp. trong
lý thuyết tối ưu, ta còn quan tâm đến lớp bài toán tựa( hay còn gọi là
bài toán phụ thuộc tham số). năm 2001, A.Gueraggio và N.X Tấn [4] đã
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đưa ra bài toán sau:

A. Bài toán tựu tối ưu đơn trị loại 1.

Cho X, Y, Z là các không gian véctơ tôpô, D ⊂ X,K ⊂ Y là các tập
con khác rỗng và C là nón trong Z. Cho các ánh xạ đa trị S : D×K ⇒ D,
T : D ×K ⇒ K và ánh xạ đơn trị F : K ×D ×D → Z.

Bài toán: Tìm (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho:

i) x̄ ∈ S(x̄, ȳ);

ii) ȳ ∈ T (x̄, ȳ);

iii) F (ȳ, x̄, x̄) ∈ αMin(F (ȳ, x̄, S(x̄, ȳ))/C)

được gọi là bài toán tựa tối ưu véctơ α tổng quát loại 1 ( α để chỉ một
trong các từ: lý tưởng, Pareto, thực sự, yếu). Kí hiệu bài toán này là
(GV QOP1)α.

Năm 2013, Đ.T.Lục và N.X.Tấn [8] đã nghiên cứa bài toán tối ưu
α tổng quát loại 2, kí hiệụ(GV QOP1)α. Bài toán này được phát biểu
trong trường hợp lý tưởng như sau:

B. Bài toán tựu tối ưu đơn trị loại 2.

Cho X, Y, Z là các không gian véctơ tôpô, D ⊂ X,K ⊂ Y là các tập
con khác rỗng và C là nón trong Z. Cho các ánh xạ đa trị S1, S2 : D ⇒ D,
T : D ×K ⇒ K và ánh xạ đơn trị F : K ×D ×D → Z.

Tìm x̄ sao cho:

i) x̄ ∈ S1(x̄);

ii) F (y, x, x̄) ∈ αMin(F (y, x̄, S(x̄)+C) với mọi x ∈ S2(x̄), y ∈ T (x, x̄).

được gọi là bài toán tựa tối ưu α loại 2.
Trong lý thuyết tối ưu, bài toán tối ưu có liên quan mật thiết đến bài

toán cân bằng, với lớp bài toán cân bằng, ta xét bài toán cơ bản sau:

C. Bài toán điểm cân bằng vô hướng.
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Cho D là tập con khác rỗng của không gian X, f : D × D → R,
f(x, x) = 0,∀x ∈ D. Bài toán tìm x̄ ∈ D sao cho:

f(x̄, y) ≥ 0,∀y ∈ D.

Tương tự như bài toán tối ưu, người ta cũng xét các bài toán tựa cân
bằng, cụ thể là các bài toán sau.

D. Bài toán tựa cân bằng lý tưởng đơn trị loại 1.

Cho X, Y, Z là các không gian véctơ tôpô, D ⊂ X,K ⊂ Y là các tập
con khác rỗng và C là nón trong Z. Xét các ánh xạ đa trị S, T : D×K ⇒
D và ánh xạ đơn trị F : K ×D ×D → Z thỏa mãn F (y, x, x) ∈ C, với
mọi (x, y) ∈ D ×K.

Tìm (x̄, ȳ) ∈ D ×K thỏa mãn:

i) x̄ ∈ S(x̄, ȳ);

ii) ȳ ∈ T (x̄, ȳ);

iii) F (ȳ, x̄, x) ∈ C, với mọi x ∈ S(x̄, ȳ).

Bài toán này được gọi là bài toán tựa cân bằng loại 1 và được ký hiệu
là (IQEP1).

E. Bài toán tựa cân bằng lý tưởng đơn trị loại 2.

Cho X, Y, Z và W là các không gian véctơ tôpô, D ⊂ X,K ⊂ Y,E ⊂
W là các tập con khác rỗng. Cho các ánh xạ đa trị S1 : D ⇒ D,
S2 : D ⇒ E, T : K × D ⇒ Zvà ánh xạ đơn trị F : K × D × E ⇒ Y
. Tìm x̄ ∈ A sao cho: x̄ ∈ S1(x̄) và 0 ∈ F (y, x̄, x) với mọi x ∈ S2(x̄) và
y ∈ T (x̄, x).

Bài toán này do các giáo sư Nguyễn Xuân Tấn, Đinh Thế Lục đưa ra
và gọi là bài toán tựa cân bằng lý tưởng loại 2 và kí hiệu là (IQEP2).

Đối với lớp các bài toán bao hàm thức biến phân, ta xét một số bài
toán tiêu biểu sau:

F. Bài toán tựa biến phân lý tưởng loại 1
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Cho X, Y, Z là các không gian véctơ tôpô, D ⊂ X,K ⊂ Y là các tập
con khác rỗng. Cho các ánh xạ đa trị S : D ×K ⇒ D, T : D ×K ⇒ K
với tập giá trị khác rỗng. Xét các ánh xạ đa trị F,G : K ×D×D ⇒ Z .

Bài toán tìm x̄ ∈ X sao cho:

i) x̄ ∈ S1(x̄, ȳ);

ii) ȳ ∈ T (x̄, ȳ);

iii) F (ȳ, x̄, x) ∈ G(ȳ, x̄, x̄) + C với mọi x ∈ S(x̄, ȳ).

Bài toán này được gọi là bài toán tựa biến phân lý tưởng loại 1 và
được lí hiệu là (IP1). Các bài toán về tựa biến phân có thể tìm được
trong tài liệu [5]. Giáo sư Nguyễn Xuân Tấn cũng đặt ra bài toán tựa
biến phân như sau:

G. Bài toán tựa biến phân lý tưởng loại 2

Cho X, Y, Z và W là các không gian véctơ tôpô, D ⊂ X,K ⊂ Y,E ⊂
W là các tập con khác rỗng. Cho các ánh xạ đa trị S1 : D ⇒ D,
S2 : D ⇒ E, T : K×D ⇒ Zvà ánh xạ đơn trịG,H : K×D×E → Y .Giả
sử C : K×D ⇒ Y là ánh xạ nón (tức là, với mọi (x, y) ∈ K×D,C(y, x)
là nón trong Y ). Bài toán: Tìm x̄ ∈ D sao cho:

i) x̄ ∈ S1(x̄);

ii) ȳ ∈ T (x̄, x̄);

iii) G(y, x̄, x) ∈ H(y, x̄, x̄) + C(y, x̄) với mọi x ∈ S2(x̄) và ȳ ∈ T (x̄, x̄).

được gọi là bài toán tựa biến phân lý tưởng loại 2.
Việc phân lớp các bài toán như trên là do với các bài toán khác nhau

đều có phương pháp giải hữu hiệu, đặc biệt áp dụng cho từng bài toán.
Tuy nhiên, việc xét các bài toán ở mức tổng quát hơn cũng rất cần thiết
vì sẽ mang lại những hiểu biết sâu sắc hơn về các vấn đề, đặc biệt là
về các liên hệ giữa các bài toán rời nhau. Người ta còn phát biểu các
bài toán trên cho ánh xạ đa trị. Trong luận văn này, chúng ta sẽ xét bài
toán quan hệ biến phân loại 2, được phát biểu như sau:

Cho A,B, Y là các tập khác rỗng. Xét S1 : A ⇒ A, S2 : A ⇒ B,
A ⊆ X,B ⊆ Z. T : A × B ⇒ Y là các ánh xạ đa trị có giá trị khác
rỗng. Giả sử R(a, b, y) ⊂ A × B × Y là một quan hệ ba ngôi giữa a ∈
A, b ∈ B, y ∈ Y . Nếu ba phần tử này có quan hệ R nào đó, ta nói rằng
R(a, b, y) xảy ra hay R(a, b, y) ∈ R.
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Ta quan tâm tìm ā ∈ A sao cho:
1) ā là điểm bất động của S1, tức là ā ∈ S1(ā);
2) R(a, b, y) xảy ra với mọi b ∈ S2(ā), y ∈ T (ā, b).

Tương tự ta cũng có thể phát biểu bài toán quan hệ biến phân loại
1. Các bài toán này có liê quan chặt chẽ với các bài toán nêu trên.Ta ký
hiệu các bài toán này là (VR).

Mục đích của luận văn này là trình bày lại các kết quả chính về bài
toán quan hệ biến phân trên trong bài báo "An abstract problem in
variational analysis " của tác giả D.T.Luc [7]. Hầu hết các bài toán
của lý thuyết điều khiển tối ưu được liệt kê ở trên đều là trường hợp
riêng của bài toán quan hệ biến phân. Việc nghiên cứu bài toán quan hệ
biến phân cho ta một cách tiếp cận thống nhất trong việc nghiên cứu các
mô hình khác nhau của lý thuyết điều khiển tối ưu đa trị, lý thuyết cân
bằng và bao hàm thức biến phân. Kết quả chính được trình bày trong
luận văn là định lý tồn tại nghiệm của bài toán quan hệ biến phân, Từ
đó với mỗi bài toán liên quan chúng ta sẽ nhận những điều kiện để tồn
tại nghiệm.

Luận văn chia làm 2 chương.
Chương 1 là chương chuẩn bị. Trong chương này người viết nêu lại

một cách ngắn gọn các khái niệm, tính chất của nón và ánh xạ đa trị
để tiện cho việc trình bày các kết quả chương sau. Các khái niệm này
có thể tìm được trong tài liệu [1] và các tài liệu khác về tối ưu véctơ.
Một số định lý cơ bản của lý thuyết tối ưu cũng được liệt kê ở phần cuối
chương nhằm giúp người đọc dễ theo dõi được các chứng minh của định
lý có trong chương sau. Các định lý này đều được chứng minh lại trong
luận văn, chúng có thể được tìm thấy trong các tài liệu tham khảo.

Chương 2 là phần chính của luận văn. Trong chương này, người viết
trình bày lại bài toán quan hệ biến phân, chứng minh một cách chi tiết
các định lý tồn tại, đồng thời đưa ra một số ví dụ về các bài toán liên
quan. Có thể nói bài toán quan hệ biến phân là bài toán tổng quát của
lý thuyết tối ưu bởi, với mỗi bài toán như bài toán tối ưu, bài toán cân
bằng, bài toán bao hàm thức biến phân, bằng cách trang bị một quan
hệ R thích hợp ta có thể đưa về bài toán (VR). Nội dung được trình bày
trong chương này gồm: Phát biểu bài toán quan hệ biến phân (VR), các
ví dụ có liên quan, các định lý về sự tồn tại nghiệm của bài toán quan
hệ biến phân (VR).

Tiếp theo ta thiết lập một số điều kiện tồn tại nghiệm của các bài
toán: bài toán tối ưu loại 2, bài toán bao hàm thức tựu biến phân, bài
toán tựu cân bằng tổng quát bằng cách sử dụng định lý tồn tại nghiệm
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