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L.oi noi dau

Trong ly thuyét sd, ngudi ta quan tam dén su bi€u dién mdi sd ra thanh tich cic
s6 nguyén td. Trong ly thuyét nhém hitu han, ngudi ta quan tAm dén chudi hop thanh

gdm cac nhém con ctia né. Mdi nhém hitu han G' ¢6 mot chudi hop thanh dang
e} =Gy 9G1 LGy Q- AG 1 4G =G

trong d6 mdi nhém thuong G;,1/G; 1a nhém don v6i i = 0,1,...,k — 1 va Dinh
ly Jordan-Holder két luin rang, hai chudi hop thanh 1a tuong duong. Vain dé dit ra:
Phan loai tit ca cac nhém don hitu han va xéc dinh tit ca cic cach xay dung cidc nhém
khac nhém don. Van dé nay din dén nhitng nghién citu nhém don hitu han vao cudi
thé ky 19. Tiép theo cdc cong trinh clia nha toan hoc ngudi Diic Otto Holder va nha
toan hoc ngudi My Frank Nelson Cole, nha toan hoc ngudi Anh Willian Burnside da
tim ra tat ca cac nhém don hitu han cip nhd hon hoic bang 1092 vao niam 1895. Pic
biét, dng da chitng minh dudc ring, nhém véi cip 1a tich ctia hai hodc ba s6 nguyén
t6 1a gidi dudc. Pinh Iy Burnside c6 vai tro quan trong trong Ly thuyét nhém qua viéc
phan 16p cdc nhém don hitu han. Nhiéu nha toan hoc rat quan tam dén két qua nay.
Viéc phan 16p dudc hoan thanh vao nim 1980. Pi lién v6i Pinh Iy Burnside 13 phong
doan vé nhém don hitu han khong abel véi cip 12 mot sé chin. Hon 50 nim sau, vao
nam 1963 phong doan nay da dugc chiing minh bdi hai nha toan hoc My Walter Feit
va John Griggs Thompson. Dinh 1y Burnside rit quan trong trong Ly thuyét nhém.
Viéc tim hi€u va ching minh lai Dinh ly nay 1a c6 y nghia ddi véi nhiing ai quan tim
dén Ly thuyét nhém.

Van dé tiép theo luan viin quan tAm 12 bai toan t6 mau xuét hién trong céc ki thi

dai hoc, hoc sinh gidi cAp quéc gia hay qudc té. Nhiéu bai toan t& hop lién quan t6i



cac dbi tuong khac nhau, chang han: dung hai mau d€ t ba dinh ctia tam giac ABC.
Do A, B, C phan biét nén viéc xdc dinh sd cach t6 mau 1a d& dang. Néu ta coi ba
dinh ctia tam gidc 14 ba diém tring nhu nhau thi viéc tinh sé cdch t6 mau 1a khong
dé dang. V6i bai toan lién quan dén quan hé tuong duong, viéc gidi quyét cho tit ca
cac phan ti thudc 16p thong qua mot phan ti dai dién. Chinh vi vy luin vin dit vin
dé van dung Toan cao cip vao nghién ctiu mot s6 bai todn td hop. Dé tai trong luan
vin ciing quan tim dén viéc chiing minh B& dé Burnside dé tir d6 xac dinh 15i giai
cho bai toan t6 mau.

Pé tai cia luan vin quan tim la nghién cttu B& dé Burnside, Pinh ly Burnside
trong Ly thuyét nhém va van dung cic két qua dat dudc vao Todn so cip qua bai toan
t6 mau va phuong trinh gidi dudc bang cin thic.

Lun vin nay trinh bay lai mot s6 két qua vé ly thuyét nhém, BS dé Burnside va
Dbinh ly Burnside cha yéu theo tai li€u [1],[2] va [5]. Luan van dudc chia ra lam hai
chuong. Chuong 1 gdm sau muc. Muc 1.1 trinh bay vé quan hé tuong duong. Trong
Muc 1.2 tip trung nhic lai khai niém nhém, nhém con chuén tic. Trong muc nay
chiing t6i da ching minh Pinh ly Lagrange vé mbi quan hé gitia cAp ctia nhém va
cAp ctia nhém con, Pinh ly va Hé qua HE qua Muc 1.3 dudc danh dé
viét vé khdi niém tac dong nhém 1én mot tip. Muc 1.4 da ching minh hai két qua vé
nhom giai dudc, Dinh ly va DPinh ly Muc 1.5 trinh bay vé nhém céc phép
thé, nhom dbi xing. Cubi cung 1a Muc 1.6, tip trung trinh bay vé biéu dién nhém
hitu han. Chuong 2 gdm ba muc. Muc 2.1 tip trung chiing minh B& dé Burnside.
Muc 2.2 chting minh lai Pinh ly Burnside qua viéc van dung hai bd dé. Muc 2.3
trinh bay mot vai vi du vé viéc vin dung B& dé Burnside vao bai todn td6 mau va van
dung DPinh ly Burnside vao phuong trinh giai dugc qua can thic. Luan van da chi ra
nhitng da thiic bac < 4 giai dudc bang cin.

Trong thdi gian suu tam tai liéu, 1am dé cuong va viét luan vin, tdi da nhan dugc
su gop y va chi dan tan tinh ctia ngudi huéng dan. Toi xin bay t6 long biét on chan
thanh t6i thay cia minh, PGS.TS. Pam Vin Nhi. Nhan day, t6i cling xin chan thanh

cam on Khoa Toan - Tin, Khoa Sau dai hoc Truong Pai hoc Khoa hoc - Pai hoc



Thai Nguyén di tao moi diéu kién thuin 16i trong qud trinh hoc tip cta t6i. Toi ciing
xin dugc cAm on su nhiét tinh gidng day clia cdc giang vién trong subt thsi gian toi
hoc tép. To6i xin cam on Ban giam hiéu Truong THPT Hai An - Hai Phong da ludn
tao diéu kién t6t cho toi cong tdc va hoc tip, dé€ tdi hoan thanh nhiém vu hoc tap
ctia minh. Cudi cuing, toi xin gii nhitng 18i cAm on dic biét nhat t6i dai gia dinh, vi

nhitng dong vién khich 1€ giup t6i hoan thanh luan van nay.
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Chuong 1

Ly thuyét nhom

1.1 Quan hé tuong duong
Gia thiét tap X # (). Tich DesCarte X x X dugc dinh nghia nhu sau:
X x X ={(z,y)|z,y € X}.

Dinh nghia 1.1. Tap con S cia X x X dudgc goi la mOt quan hé hai ngoi trong X.

Néu (z,7) € S thi tanéi x ¢ quan hé S vdi y va viét .Sy.

Dinh nghia 1.2. Gii thiét X # () va S # () 1a mot quan hé hai ngdi trong X. Quan
hé S dudc goi 1a mot quan hé tuwong duong trong X néu né thda min ba diéu kién

sau day:
(1) (Phan xa) VGimoiz € X c6 xSx.
(2) (Pbi xting) Véi moi z,y € X, néu c6 xSy thi cling c6 ySx.
(3) (Béc cau) Véi moi z,y, 2 € X, néu c6 Sy, ySz thi cé 25z.

Khi S 1a mot quan hé tuong duong trong X thi ta thuong ky hiéu ~ thay cho S. bat
C(x) = {y € X|y ~ x} va goi n6 1a mdt Idp twong duong v6i x 1am dai dién. DE

dang chi ra c4c tinh chit sau:
Meénh dé 1.1. Gid sit ~ la quan hé tuong dwong trong X. Khi do

(1) Voimoiz € X cox € C(x).



(2) Voimoiy,z € C(x)coy~zvay ~ x,z ~ .
(3) Vi moi x,y € X, ¢ hodc C(x) N C(y) = 0 hodc C(x) = C(y).
(4) Tap thuong X/ ~ la tdp cdc Idp twong duong khong giao nhau.

Vi du 1.1. Ching minh ring khong ton tai anh xa f : Z — {1,2,3} théa min
f(z) # f(y) v6i moi x,y € Z sao cho |z — y| € {2,3,5}.

Bai gidi. Khong han ché c6 thé gia thiét f(0) = 1va f(5) = 2. Vi5 —2 = 3 va
2—0=2nén f(2)=3.ViT—2=5va7—5=2nén f(7) # f(2), f(7) # f(5).
Vay f(7) =1.Vi3—0=3vab5—3=2nén f(3) =3, f(3) = f(2). Tom lai, anh
xa f:7Z — {1,2,3} thda man

f0)=1,f(2) =3,FB3) =3, f(5) = 2, /(7) = L.

V6imoin € Zcon+1—n=1¢ {235} nén f(n+1) = f(n). Vi ham hing
f khong théa man f(7) = 1 # 2 = f(5) nén khong thé c6 4nh xa f théa man dau
bai. O
Vi du 1.2. V6i batky s6 tu nhién n tap nghiém nguyén ctia hai phuong trinh 22 +3? =

n va x? + y? = 2n c6 cung luc luong.

Bai gidi. Xay dung mot song anh tu tdp nghiém nay sang tap nghiém kia qua (z,y) —
rt+y r—y

: ]

2 72 )

(z +y,z —y) vangudc lai (z,y) — (

1.2 Khai niém nhom
1.2.1 Nhém con chuén tac va nhém thuong
Trudc tién, ta nhac lai mot s6 khai niém va ky hiéu vé nhom.

Pinh nghia 1.3. Tap G # ) v6i phép toan G X G — G, (z,y) — x.y dudc goi la

mot nhom néu né théa man ba diéu kién sau:

(1) (z.y).z =2.(y.z) véimoi z,y, z € G.



(2) Céphanti e € G, dudc goi 1a don vi, théaman e.x = x.e = x v6imoi x € G
(3) V6imdiz € G cophantis’ € Gd€x.a’ =2’ =e.

Do tinh duy nhét ctia 2’ cho mdi  nén 2’ dugc ky hiéu qua ! va dudc goi 1a phdn
tit nghich ddo ctia x. Nhém G dudc goi 12 mdt nhom giao hodn hay nhom abel néu
r.y = y.x v6imoi x,y € G. P& don gian, nhiéu khi thay cho tich 2.y ta viét don gidn

xy va doi khi dé biét phép toan hai ngdi trong nhém G ta ciing thudng viét (G, .).

Pinh nghia 1.4. Cho hai nhém (G,.) va (G’,0). Anhxa ¢ : G — G’ dudc goi la
mot dong cdu néu ¢(zy) = ¢(z) o ¢(y) théa man cho moi z,y € G. Pdng chu ¢

dudc goi 1a mot dang cdu néu né 1a mot song anh.

DPinh nghia 1.5. Cho nhém G. Luc lugng ctia G, ky hiéu |G|, dudc goi 1a cdp cua
G. Néu |G| < oo thi G dudc goi 1a nhém hitu han. Nhém cip p*, & do p 1a s6 nguyén
to va s € N* dugc goi 1a mot p-nhom. Gia thiét nhém G ¢6 cap p*m, trong d6 p 1a sb

nguyén t6 va p fm. Nhém con cap p® ciia nhom G dudc goi 1a p-nhom con Sylow.

DPinh nghia 1.6. Tap con H khic réng ctia nhém G thdaman x.y € H vaz~! € H,
khi x,y € H, dugc goi 1a mdt nhom con ciia G. Nhém con A cia nhém G duge goi

12 mot nhom con chudn tdc cia G néu xar™' € Avéimoia € A,z € G.
Gia thiét A 13 mot nhém con ctia nhém G. Ta ky hiéu hai tip sau:
rA = {xala € A}, Ax = {ax|z € A}.

Tap x A dugc goi la ldp ghép trdi cua A trong X; Tap Ax dudc goi la Idp ghép phdi

cua A trong . Ky hiéu tap thuong cua G trén A qua
G/A = {zAlx € G}.

Tiép tuc, dinh nghia quan hé ~ trong nhém G nhu sau: V6i z,y € G, quanhé z ~ y

néuz~ly € A

B§ dé 1.1. Quan hé ~ trong G' la mdt quan hé tuong duong.



