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Lời nói đầu

Lý thuyết Sô' (hay Sô' học, theo cách gọi thông thường) là một trong những 
ngành Toán học lâu đời nhất. Ngoài những ứng dụng thông thường nhất trong 
đời sống ví dụ như nó cho ta cách cân, đong, đo, đếm các đối tượng bằng 
cách dùng các con sô' cụ thể từ thời cổ đại, gần đây Lý thuyết Số càng có 
nhiều ứng dụng đẹp đẽ trong rất nhiều lĩnh vực của đời sống, ví dụ như các 
ứng dụng khác nhau trong các lĩnh vực của Khoa học và Công nghệ, đặc biệt 
là Đại số, Giải tích Toán học (Giải tích cổ điển hay Giải tích hiện đại), Cơ 
sở Toán học của Tin học, Lý thuyết Xấp xì và tính toán gần đúng (Giải tích 
Số), Lý thuyết Mã sửa sai, Mật mã, Mã với khoá công khai, v.v...

Ngay từ thủa bình minh của Toán học, bằng những bài toán, vấn đề cụ 
thê của mình, Lý thuyết Số đã kích thích sự phát triển của các ngành Toán 
học khác nhau. Và ngược lại, các ngành Toán học khác cũng có ảnh hường 
ngược lại đối vói sự phát triển của Lý thuyết Số, trong đó chúng tôi đặc biệt 
nhấn mạnh đến vai trò của Đại số. ■

Mục tiêu của bộ sách này là trình bày cơ sở Lý thuyết đại số của Sô' học. 
Các kết quả được trình bày đều là các kết quả kinh điển của Lý thuyết Số, 
nhưng cách trình bày là theo cách mà tác giả nhận thấy rằng có ích. Đó là 
do chúng tôi muốn nhấn mạnh đến vai trò của Đại số, nên các cấu trúc đại 
số liên quan đến nền tảng của Lý thuyết Số lẳ trọng tâm chính của cuốn sách 
này. Đây cũng chính là sự khác biệt của cuốn sách này so với các cuốn sách 
khác với cùng một chủ đề mà bạn đọc có thể tham khảo thêm trong danh mục 
tài liệu tham khảo. Ngoài ra, chúng tôi có đưa thêm vào một số khái niệm 
tương đối hiện đại, tuy đơn giản nhưng rất quan trọng trong việc lĩnh hội các 
lý thuyết hiện đại tiếp theo của Lý thuyết Số và Hình học Đại sô' hiện đại, 
như lý thuyết vành và định giá Hensel, v.v...

Nội dung của cuốn sách dựa ưên các bài giảng của tác giả dành cho học 
viên Cao học tại Khoa Toán - Cơ -Tin, Trường Đại học Khoa học Tự nhiên, 
Đại học Quốc Gia Hà Nội, tại Khoa Toán, Trường Đại học Sư Phạm, Đại học 
Thái Nguyên và tại Viện Toán học, Viện Khoa học và Công nghệ Việt Nam 
trong vòng gần 10 năm trờ lại đây. Trong cuốn sách đầu tiên này tác giả trình 
bày các vấn đề và phương pháp liên quan đến cách tiếp cận địa phương, cụ 
thể liên quan đến định giá. Vì môn học Lý thuyết Trường và Lý thuyết Galoa 
đã trở nên những môn học không thể thiếu trong Chương trình Đạri sô' Đại 
cương ờ bậc Đại học và ờ bậc Sau Đại học, nên để lĩnh hội tốt cuốn sách này, 
bạn đọc (nếu chưa có dịp làm quen) nên tham khảo các giáo trình đã có về 
Lý thuyết Tnrờng và Lý thuyết Galoa để nắm bắt các phương pháp, kết quả 
chính. Để góp phần tạo điều kiện dễ dàng hơn cho bạn đọc, tác giả trình bày
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ở trong phần phụ lục một sô' khái niệm, kết quả quan trọng của Lý thuyết 
Trường, Lý thuyết Galoa và Tôpô được sử dụng ữong cuốn sách này.

Nội dung của cuốn sách gồm có bảy chương. Sau mỗi phần đều có một 
số bài tập nhằm giúp cho bạn đọc hoặc hiểu thêm phần lý thuyết đã được 
trình bày, hoặc đẻ ĩĩnh hội thêm một số sự kiện mà do khuôn khổ cuốn sách 
có hạn, tác giả không có dịp trình bày.

Tác giả chân thành gửi lời cảm ơn tới các cơ quan đã nói ờ ừên đã tạo 
điều kiện cho tác giả được trình bày các bài giảng của mình, tới các học viên 
Cao học đã kiên nhẫn lắng nghe và góp ý cho tác giả trong quá trình giảng 
bài, tới các bạn đồng nghiệp đã góp ý kiến xây dựng, đặc biệt tới GS. TSKH 
Hà Huy Khoái, GS. TSKH Ngô Việt Trung và GS.TSKH Lê Tuấn Hoa đã 
quan tâm giúp đỡ tác giả ưong nhiều năm qua. Tác giả chân thành cảm cm 
Quỹ NAFOSTED đã tài trợ một phần cho công trình này và Nhà Xuất bản 
đã tạo điều kiện để cuốn sách có thể sớm đến tay bạn đọc. Mặc dù đã rất cô' 
gắng, song cuốn sách chắc chắn không tránh khỏi những thiếu sót. Tác giả 
xin trân trọng tiếp thu các ý kiến đóng góp của bạn đọc cũng như các bạn 
đồng nghiệp để cuốn sách phục vụ bạn đọc đưụơc tốt hơn.

Thư góp ý xin gửi về Nhà Xuất bản, hoặc gửi trực tiếp cho tác giả (địa 
chỉ e-mail: nqthang@math.ac.vn).

Hà Nội, mùa Giáng Sinh 2009.

Tác giả

mailto:nqthang@math.ac.vn


Mục lục 5

Mục lục
Lời nói đầu.............................................................................................................. 3
Mục lục ................................................................................................................... 5
Chương I. Giá trị tuyệt đối. Một số khái niệm cơ bản................................. 7
1.1. Một số định nghĩa............................................................................................7
1.2. Một số' tính chất và định lý cơ bản................................................................8
1.3. Bao đầy đủ. Định lý Artin-Whaples về xấp xỉ yếu. Định lý Ostrowski.13
1.4. Định lý Trung Hoa về thặng dư.................................................................. 22
Bài tập............................................................... : ....................................................27
Chương II. Mở rộng nguyên và mở rộng Galoa của vành........................ 28
2.1. Sự phụ thuộc nguyên. Bao đóng nguyên.................................................... 28
2.2. Mờ rộng nguyên Galoa của vành. Lý thuyết rẽ nhánh của Hilbert, I. 37
Bài tập..................................................................................................................... 45
Chương III. Định giá và vành định giá. ......................................................46
3.1. Định giá.......................................................................................................... 46
3.2. Mở rộng đồng cấu vành. Mở rộng giá trị tuyệt đối và định giá. Định lý
cơ bản của Krull. . . .......................................................................................... 52
Bài tập..................................................................................................................... 72
Chương IV. Định giá ròi rạc.............................................................................73
4 .1. Các định lý cơ bản.........................................................................................73
4.2. Vành Dedekind. Các vành sô'học............................................................... 86
4.3. Mờ rộng vành Dedekind...............................................................................98
4.4. Lý thuyết rẽ nhánh của Hilbert, II. Nhóm rẽ nhánh...............................104
4.5. Biệt thức, sai thức và rẽ nhánh, 1................................................................111
Bài tập................................................................................................................... 123
Chương V. Định lý Newton về xấp xỉ, Bổ đề Hensel và các ứng dụng. 
124
5.1. Định lý Newton về xấp xi.......................................................................... 124
5.2. Bổ đề Hensel................................................................................................ 130
5.3. Đa giác Newton........................................................................................... 134
5.4. Bao đóng đại sô' của trường đầy đủ. Một số tính chất cùa không điểm
của đa thức trong trường đầy đủ........................................................................137
5.5. Vành Hensel. Mờ rộng Hensel của vành và trường. Bao Hensel của vành
và trường............................................................................................................... 140
Bài tậ p ................................................................................................................. 147
Chương VI. Trường địa phương và trường toàn cục................................ 148
6.1. Trường số và trường toàn cục.................................................................... 148
6.2. Cấu trúc của trường địa phương................................................................ 152
Bài tập .................................................................................................................. 161



6 Mục lục

Chương VII. Mở rộng trường đầy đủ: Mở rộng rẽ nhánh, 
nhánh, rẽ nhánh yếu........................................................................................”2
7.1. Mở rộng không rẽ nhánh. ........................................................................
7.2. Mở rộng hoàn toàn rẽ nhánh.....................................................................
7.3. Mờ rộng rẽ nhánh yếu...............................................................................
7.4. Biệt thức, sai thức và rẽ nhánh, II.............................................................   '
Bài tập. ..................................................................... - ....................
Phụ iục A. Một số khái niệm và kết quả của Tôpô đại cương va Uại so
đai cương............................................................................................  V X I '
Phụ lục B. Một sô khái niệm và kết quả của Lý thuyết Trường va Ly
thuyết Galoa. ......................  ...........................................................................
Tài liệu tham khảo ..........................................................................................
Bảng thuật n g ữ ................................................................................................



Giá trị tuyệt đối 7

CHƯƠNG I
Giá dị tuyệt đối. Một số khái niệm • «/ • • •

Cơ bản
Giới thiệu. Ch ươn £ này trình bày một sỏ khái niệm cơ bản liên quan đến 2Íá 
tri tuyệt đóì. bao đầy đủ của trườns. và các định lý cơ bản liên quan. Trong 
toàn bộ cuốn sách nàv. nếu k là mộc trườns con của trườn2 K . ta nói K  là
trườne mớ rộns của k và viết k c  A \ Chú V rầns ở đảv. bao hàm thức nói
chuns khòne chặt. Tron2 toàn bộ CUỎTI sách z . Q. R. c  lần lượt kv hiệu vành 
các sò nsuvẽn. tnrờno sô hữu tỷ. trườn2 sổ ửiục. tnròns sô phúc. Ta kv hiệu 
tập tảt cả các sỏ ửiực không ăm (tươns ứna dương ) là R >0 (tuơng ứna R>o). 
Nếu k là trườn °. thì kv hiệu k’ (tươnơ ứng k~) là nhóm nhân (.tuơns ứns 
nhóm cộns) của k.

1.1. Định nghĩa

Cho k là một trườna. Một giá trị tuyệt đỏi trên k  là một hàm số . I : k —> R >0 
từ k vào tập tát cả các sõ thục khỏns ảm thoả mãn các tiẽn đề (1) - (3) sau đâv:

(1 ì T >  0. Vx c  k: X =  0 khi và chi khi X =  0:
(2l rụ =  T y . Vx. ìy 6 k:
(3) T — < T -L- ỊJ - Vt. y G k

Nhóm k' c  R> - được 2ỌÌ là nhóm các giá rrị của . .
Cbú V. Thòns thường nsười ta ký hiệu là một eiá trị tuvệt đốĩ. sons đôi
khi cũne dùns ký hiệu chữ r. u-.....
Nếu xét điéu kiện sau :
(.? > I  — ỊJ < M a s  X . ụ '. t T .y  6  k.
thì rõ ràne do (3") 3 . hàm - : k — R >0 thoá mãn các điều kiện (1).
* 2 * và (3’) CŨT12 là một eiá trị tuyệt đốĩ và đuọc sọi là °iá trị tuyệt đổi phi 
Acsimet. nshĩa là 2Ìá cn tuvệt đốĩ khòns ửioã mãn tiên đề sau của Acsimet 
( Arkhimedes - APX1MHAHD:

(A) Sếu c  là số  thực dương tuỳ V thì tỏn ĩại sỏ tư nhiên n sao cho n .l > c .

\ / dụ. Cho k =  Q Itưcms ứns k =  R- C) là truờns số hữu tỷ (tuơns ứns sò 
thực, số phúc). Khi đó 2Ìá trị tuyệt đỏĩ thõns thườn ỉ  trên <; (hay chuẩn của sỗ
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Giả sử giá trị tuyệt đối I I : k —* R >0 thoả mãn điều kiện |x| =  1 với
mọi T e  k* := k \  {0}. Khi đó giá trị tuyệt đối |.Ị được gọi là giá trị tuyệt
đối tầm thường và giá trị tuyệt đối này có thể xác định trên mọi trường. Rõ 
ràng đây cũng là giá trị tuyệt đối phi Acsim et.

Ví dụ. Cho k =  Q, p là một sô' nguyên tố. Với X € Q tuỳ ý, ta có ttíể 
viết X = par / s  một cách duy nhất với Q, r, s  €  z ,  s Ỷ  0> r / s là tối giản và 
(p. rs) =  1. Ta ký hiệu Vp(x) ■— a  và định nghĩa chuẩn p-adic của X bởi

|.r|p := ( l /p ^ M  =  (1 /p )a .

Khi đó |.|p là một giá trị tuyệt đối phi ácsimét trên Q. Ta cũng ký hiệu ị.ịoo 
là giá trị tuyệt đối thông thường trên Q, R.

1.2. Một sô tính chất và định lý cơ bản

Mệnh đề sau cho ta một số tính chất đơn giản của giá trị tuyệt đối, mà 
chứng minh đọc như một bài tập đầu tiên trong lý thuyết giá trị tuyệt đối.

1.2.1. Mệnh đề. Cho |.| là một giá trị tuyệt đối trên trường k. Khi đó ta
cỏ
1) |1| =  I -  1| =  1;
2) |.t| =  I — x\ với mọi X Ễ k\
3) |.T_1| =  với mọi X G k*;
4) IM -  |y|| <  \x -  y\- với mọi x ,y  e  k\
5) Hàm sỏ'd(x, y) := \x — y\, với mọi x . y  € k, xác định một metric trên k;
6) Trường hữu hạn chỉ có một giá trị tuyệt đối duy nhất là giá trị tuyệt đối 
tẩm thư<m%.

Định nghĩa. Giả sử I I là một giá trị tuyệt đối trên k. Metric d. ở mệnh đề
trên xác định một tôpô trên k, được gọi là tôpô xác định hỏi ẹiá trị tuyệt đối
|.|. Trên các tập con của k ta xét tôpô cảm sinh và ký hiệu B a{x) (tương ứng 
/ í ' (.;•)) ]à hình cầu mở (tương ứng đóng) tâm X bán kính n > 0

Định nghĩa. Hai giá trị tuyệt đối |.| và |.|' trên k được gọi là lương đươnq nếu 
tópó mà chúng xác định trên k là tương đương. Khi đó ta viết |.| ~  I I'

phức, nếu k =  C) là một giá trị tuyệt đối (Acsimet, vì nó thỏa mãn tiền đề A).


