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L Ờ I N Ó I Đ Â U 

Mục đ ích của g iáo trình là cung cấp những k iến thức cơ bản 

nhất về n h ó m để phục vụ công tác giảng dạy và học tập môn "Lý 

thuyết n h ó m " ớ bậc đạ i học. 

G iáo trình gồm 7 chương. Chương Ì và Chương 2 trình bày k iến 

thức cơ sờ về n h ó m , n h ó m con, lớp ghép và đổng cáu nhóm. Chương 

3 quan tâm đến một số kết quả mang tính kĩ thuật về nhóm như tác 

động của n h ó m lên tập hợp và một ứng dụng trong bài toán tổ hợp. 

Chương 4 trình bày về n h ó m hữu han. Đ ịnh lý Sylo\v và ứng dụng 

trong bài toán phân loại nhóm. Chương 5 viết về chuỗ i hợp thành và 

nhóm giả i được, một loạ i nhóm liên quan chặt chẽ với tính giả i được 

bằng căn thức của các đa thức. Chương 6 quan tâm đến nhóm tự do, 

một ứng dụng của n h ó m tự do trong bài toán biểu diễn nhóm bàng hệ 

sinh và các quan hệ và bài toán phân tích nhóm thành tổng trực t iếp. 

Chương cuối tr ình bày các vấn đề về nhóm Abel . 

Bạn đọc có thể tự học môn "Lý thuyết n h ó m " với cuốn giáo trình 

này, nêu đã được trang bị một số k iến thức sơ lược về tập hợp, quan 

hệ , ánh xạ, số phức và không gian véc tơ. N ế u ai đã học " Đ ạ i số đạ i 

cương" ở chương tr ình đạ i học thì có thê bỏ qua các chương Ì và 2 

để t iếp cận thẳng các chương sau. Đ ể người đọc dễ theo dõi , trong 

suốt giáo trình, các khái n iệm và kết quả đều được d iễn g iả i chi t iết , 

có ví dụ minh hoa; cụm từ "h iển nhiên ta c ó " tránh được dùng trong 

các chứng minh; phần bài tập được thiết k ế ngay sau một vài mục nhỏ 

của chương. 

Trong toàn bộ cuốn giáo trình, các nhóm được kí hiệu bởi G, H, Kị 
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các đồng cấu nhóm thường được kí h iệu bở i f , g , h, k...; lác động của 

một phần tử X của n h ó m G lên phần tử s của tập hợp s thường được 

kí h iệu là xs hay X • s; tập các số tự nhiên , tập các số n g u y ê n , tập các 

số hữu tỷ, tập các số thực và tập các số phức l ần lượt được k í h iệu bở i 

N , z , Q, R và c . Tài l i ệ u tham khảo ch ính sử dụng trong g iáo t r ình 

này là các cuốn sách " G i ớ i thiệu về lý thuyết n h ó m " cùa Joseph J. 

Rotman [7] và " Đ ạ i số h iện đ ạ i " của Nguyễn Tự Cường [1 ] . Ngoà i 

ra, giáo trình này được v iế t trên cơ sở tham khảo một số cuốn sách về 

Đ ạ i số của Bùi Huy H i ề n - Phan Doãn Thoại [2 ] , N g u y ễ n H ữ u V i ệ t 

Hưng [3] , M . Aschbacher [5] , s. Lang [6] , N g ô T h ú c Lanh [ 4 ] . 

Trong rất nhiều k i ế n thức về lý thuyết n h ó m , để chọn những n ộ i 

dung cần thiết v iế t trong k h u ô n k h ổ một g iáo t r ình nhỏ phù hợp vớ i 

chương trình đào tạo bậc đ ạ i học là rất k h ó khăn . Các tác g i ả mong 

muốn nhận được những nhận xét, góp ý của các đổng nghiệp, các sinh 

viên và đọc g iả để cuốn sách được hoàn th iện hơn . 

Các tác g iả x in chân thành cảm ơn Ban Đ à o tạo Đ ạ i học Thá i 

Nguyên và D ự án T R I G Đ ạ i học Thá i N g u y ê n thuộc D ự án G i á o dục 

Đ ạ i học 2 đã hỗ trợ về k inh phí cũng như các thủ tục thuận l ợ i để 

cuốn giáo trình được xuất bản. 

C á c t á c g i ả 
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C h ư ơ n g Ì 

N h ó m v à n h ó m c o n 

1.1 Đ ị n h n g h ĩ a n h ó m v à v í d ụ 

Để tiện theo dõi, trước khi định nghĩa nhóm, chúng ta nhắc lại một số 

khái n iệm liên quan đ ế n phép toán trên một tập hợp. 

1.1.1. Định nghĩa. Cho X là tập hợp. Một phép toán (hai ngôi) trên 

X là một ánh xạ từ X X X đế n X. 

Nếu T là một phép toán trên X thì ảnh của phần tử (o, b) € X X X 

qua T được kí h iệu là aTb. Ta kí h iệu ảnh của (a, b) là ab nếu phép 

toán được kí h iệu theo l ố i nhân và là ã + b nếu phép toán được kí h iệu 

theo l ố i cộng. 

R õ ràng p h é p cộng thông thường là phép toán trên N và cũng là 

phép toán trên z . Phép trừ thông thường là phép toán trên z nhưng 

không là phép toán trên N . 

1.1.2. Định nghĩa. Cho X là tập hợp có trang bị một phép toán T. 

Tập con Ả của X được g ọ i là ổn định (với phép toán trên X ) nếu 
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aTb e Ả với m ọ i a, b e Á. K h i đó ta cũng nói p h é p toán trên X cảm 

sinh phép toán trên Á. 

Dễ thây tập s = {1,-1} là bộ phận Ổn định của z với phép nhân 

thông thường, tập N là bộ phận ổn đ ịnh của z với p h é p cộng, nhưng 

không ổn định với phép trừ. 

1.1.3. Định nghĩa. Cho X là tập hợp và T là phép toán trên X. Ta nói 

rằng T có tính chất kết hợp nếu aT(bTc) = (aTb)Tc vớ i m ọ i a,h,c£ 

X. Phép toán T là £/ứo /íoớ/í nếu aTỎ = ÒTa với m ọ i ab e X. P h é p 

toán Tphân phối với phép toán * trên X nếu a r ( ò * c ) = {aTb)*(aTc) 

và (ỏ * c )7a = (6Ta) * (cTa) với m ọ i a ,6,c e X. 

Trên các tập số z, ọ, R, phép cộng và phép nhân thông thường có 

tính chất kết hợp, giao hoán , phép nhân phân phối với p h é p cộng. Tuy 

nhiên phép trừ và phép chia không có tính chất giao hoán , cũng k h ô n g 

có tính chất kết hợp. 

1.1.4. Định nghĩa. Cho X là tập hợp với một phép toán T. Phần tử 

e € X được gọ i là trung hoa trái nếu cTa = a với m ọ i ũ e X . T ư ơ n g 

tự ta có khái n iệm trung hoa phải. N ế u e là trung hoa cả hai ph ía thì 

e được gọ i là phần tử trung hoa. G i ả sử X c ó phần tử trung hoa e. 

V ớ i a, 6 € X , ta nói rằng ò là p/ỉâV? rô ngược trái của a nếu bTa = e 

Tương tự ta có khái n iệm phấn tử ngược phải. N ế u b là phần tử ngược 

cả hai phía thì ta nói b lã phần tử ngược của a. Phần tử a G X được g ọ i 

là chính quy phải nếu x T a = y T a kéo theo X = y với m ọ i X y e X 

Tương tự ta có khái n iệm phần tử chính quy trái. N ế u a ch ính quy hai 

phía thì ta nói a là chính quy. K h i ã là ch ính quy thì ta cũng nói luật 

giản ước thực hiện được đối với a. Ta gọ i phần tử trung hoa là phần 



tử đơn vị nếu phép toán kí h iệu theo l ố i nhân, và gọ i là phần tử không 

nếu phép toán kí h iệu theo l ố i cộng. Nếu phép toán kí h iệu theo l ố i 

nhân, phần tử ngược của a được gọ i là nghịch đảo của a, và được kí 

hiệu là a~l. K h i a có nghịch đảo, ta nói a là khư nghịch. N ế u phép 

toán kí h iệu theo l ố i cộng, phần tử ngược của a được gọ i là đối xitng 

của a, và được kí h iệu là —a. 

Dễ thấy rằng phần tử trung hoa của À' đối với phép toán T (nếu có) 

là duy nhất, bởi vì nếu e, é là hai phần từ trung hoa thì e = cTe' = é. 

Chú ý rằng nếu T có tính chất kết hợp thì phần tử ngược của a (nếu 

có) là duy nhất, bở i vì nếu b, V là hai phần tử ngược của a thì 

b = bTe = bT(aTƯ) = (bTa)TƯ = eTƯ = tí. 

1.1.5. Định nghĩa. Phỏng nhóm là một tập hợp trên đó có trang bị 

một phép toán. Nửa nhóm là một phỏng nhóm sao cho phép toán có 

tính chất kết hợp. Vị nhóm là một nửa nhóm có phần tử trung hoa. 

Cho X ^ 0 là tập hợp. K í hiệu r là tập các ánh xạ từ X đến X. 

V ớ i phép hợp thành các ánh xạ, ánh xạ đồng nhất Ì X đóng vai trò là 

phần tử đ e n vị của r , và phần tử / G r là khả nghịch kh i và chỉ khi / 

là song ánh. Vì phép hợp thành các ánh xạ có tính chất kết hợp nên 

r là một vị n h ó m . 

Từ nay về sau, nếu không nói rõ thêm, ta quy ước phép toán được 

kí hiệu theo l ố i nhân . 

1.1.6. Đ ị nh nghĩa. Nhóm là một vị n h ó m mà m ọ i phần tử đều khả 

nghịch. N h ư vậy, một tập G cùng với một phép toán làm thành n h ó m 

nếu nó thoa m ã n các đ iều k iện 
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(i) Phép toán có tính kết hợp: a(bc) = (ab)c, Va, 6, c € G. 

( l i ) G có đơn vị: Be e G sao cho ex = xe = X, Vx e G. 

( i i i ) M ọ i phần tử của G đều khả nghịch: V ớ i m ỗ i X e G, tồn t ạ i 

x~l £ G sao cho xx~l = X~1X — e. 

Một nhóm G được gọi là nhổm ụao hoán (hay nhóm Abel) nếu 

phép toán là giao hoán . Nếu G có hữu hạn phần tử thì số phần tử của 

G được gọ i là cấp của G. N ế u G có vô hạn phần tử thì ta nói G có 

cấp vô hạn. 

Trong phần còn l ạ i của mục này, chúng ta đưa ra mộ t số ví dụ về 

nhóm. 

1.1.7. Ví dụ. Các tập hợp Z,Q, E,c với phép cộng thông thường là 

các nhóm giao hoán cấp vô hạn. Tập hợp Q* các số hữu tỷ k h á c 0 

(tập R* các số thực khác 0, tập c* các số phức khác 0) v ớ i p h é p nhân 

thông thường là n h ó m giao hoán cấp vô hạn. 

1.1.8. Ví dụ. Cho X là một tập hợp khác rỗng. Một phép í hể của X 

hay một ììoán vị của tập X là một song ánh từ X đ ế n X . K í h iệu 

S ( X ) là tập các phép t h ế của X. K h i đó S ( X ) c ù n g vớ i p h é p hợp 

thành các ánh xạ là một n h ó m với đơn vị là á n h xạ đổng nhất l ỵ và 

nghịch đảo của phần tử / € S ( X ) là ánh xạ ngược / _ 1 của / . N h ó m 

S ( X ) được gọ i là nhóm đối xíùĩg của X hay nhóm các phép thế của 

X . K h i X có n phần tử thì S ( X ) được kí h iệu là S n . Các phần tử 

của s„ có thể đồng nhất vớ i các song ánh từ tập { 1 , 2 , . . . , n} đ ế n 

ch ính nó . Chú ý rằng Sn có cấp là nì và là n h ó m k h ô n g giao h o á n 

khi n > 3. N ế u ri không lớn, người ta thường v iế t m ỗ i phần tử s e Sn 

bằng cách l iệ t kê các phần tử X E { 1 , 2 , . . . , n } và các giá trị tương 
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