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MG DAU

Mot trong nhitng dinh 1y noi tiéng nhat cia toan hoc trong thé ki trude
1a Nguyen Iy diém bat dong Brouwer. D6 1 dinh 1y trung tam ciia 1y thuyét
diém bat dong va ciing 14 mot trong nhitng nguyén 1y co ban clia giai tich
phi tuyén. Dinh 1y nay dudc Brouwer chitng minh nam 1912, dua vao mot
cong cu rat sau sac cla topo 1a 1y thuyét bac ctia 4nh xa lién tuc nén kha
phiic tap. Vi thé, nhiéu nha toan hoc da tim cach chiing minh Nguyeén ly
diém bat dong Brouwer bing nhitng cong cu don gian hon. Nam 1929, ba
nha toan hoc Ba Lan la Knaster, Kuratowski va Mazurkiewicz da ching
minh duge mot két qua quan trong mang tén "Bo dé KKM” bang phuong
phap tuong dbi so cadp ma tit d6 suy ra dudc Nguyeén ly diem bat dong
Brouwer.

B6 dé KKM dudc chitng minh dua trén mot két qua cia Sperner nam
1928 vé phép tam gidc phan mot don hinh, thudc linh vuc toan té hop,
mot linh vue tudng chimng nhu khong lien quan gi dén 1y thuyét diém bat
dong. Mot dicu th vi nita 1a tit Nguyen 1y diem bat dong Brouwer ta ciing
ching minh duge Bo dé KKM, tit d6 Nguyeén 1y diem bat dong Brouwer
va Bo dé KKM la tuong duong nhau. Tit day Bé dé KKM da dit nén tang
va tao budc ngoit 16n cho st phét trién ctia "Ly thuyét KKM?”.

Maic dit Bo dé KKM rat quan trong, vi né cho ta mot chitng minh don
gian Nguyén Iy diem bat dong Brouwer nhung lai han ché do chi ap dung
dugc cho cac khong gian vecto hitu han chiéu. Dé khic phuc diéu nay, nam
1961, nha toan hoc noi tiéng Ky Fan da mé rong bo dé KKM cho trusng
hop khong gian vecto topo bat ky. Dinh 1y ctia Ky Fan ngay nay dugc goi
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la "Nguyén 1y anh xa KKM”.
Nguyén 1y 4nh xa KKM.Gia st E 1a khong gian vecto topo bat ki,

X 1a tap con khéac réng cuia E va F' : X — 2F 13 anh xa thoéa man
1. F(x) la tap déng véi moi x € X;
n
2. co{xy,x9, ...,z } C U F (x;) v6i moi {x1,z9,...,x,} C X;
i=1

3. F'(xg) la tap compact véi zp nao dé thude X.

Khi dé
reX
Nam 1972, duya vao Nguyén ly anh xa KKM nam 1961, Ky Fan da chiing
minh dude mot két qua quan trong mé sau nay ngudi ta goi la "Bat dang
thitc Ky Fan”.
Bat dang thic Ky Fan. Gia st E 1a khong gian vecto topo bat ki,
X 1a tap con 16i, compact, khac réng cia E va f : X x X — R 1a ham s6

thoa man
1. f(x,z) <0 v6imoi x € X;
2. f(x,y) 1a tya 16m theo x v6i méi y ¢ dinh;
3. f(z,y) la nita lien tuc dudi theo y véi mdi x ¢ dinh.

Khi do, ton tai y* € X sao cho f(x,y*) <0 véi moi x € X.

Tu day, Bat ding thic Ky Fan tré thanh mot cong cu quan trong dé
nghién cttu cac bai toan nhu: Téi wu, bat ding thitc bién phan, diém bat
dong, diém can bang Nash, diém yén ngua,....

Dén nam 1984, Ky Fan tiép tuc mé rong Nguyén 1y dnh xa KKM
va chiing minh mot s6 két qui quan trong nhu: Cac dinh 1y ghép doi
(matching) cho phti déng hay phti mé ctia cac tap 16i, cac dinh ly diém
trung va cac dinh 1y tuong giao cho céac tap véi thiét dien 1oi.

C6 theé noi, tit day Nguyen 1y anh xa KKM da thu hiat nhiéu nha toan

hoc trén thé gidi quan tam, nghién citu va suy ra dugc nhiéu két qua mdi.
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Nhitng két qud d6 cling rat nhiéu dang mé rong va tuong duong da duocc
tap hop lai dudi cai tén: Ly thuyét KKM. Ly thuyét nay da dude st dung
rong rai nhu mot cong cu hitu ich trong cac linh vuc nhu: Ly thuyét diém
bat dong, Iy thuyét minimax, toan kinh té, t6i uu hoéa,...

Muc dich ctia luan vian 1 trinh bay mot s6 két qua co ban vé dinh 1i
KKM va cac van dé lien quan trong 1y thuyét t6i uu vecto va ap dung vao
tim nghiém ctia bai toan tua can bing tong quat loai II. Ngoai phan maé
dau, két luan va tai lieu tham khao, luan vian gom ba chuong

Chuong 1: Trinh bay mot s6 kién thitc co ban vé mot s6 khong gian
vecto va ve anh xa da tri dé tién cho viéc theo doi luan van.

Chuong 2: Trinh bay mot sbé kién thic vé anh xa KKM va cac tng
dung cua noé.

Chuong 3: Dé cap dén bai toan tua can biang tong quat loai II, cac
dinh 1y vé ton tai nghiém ciia n6é va mot s6 van dé lien quan.

Luan van dugc hoan thanh duéi sy huéng dan tan tinh va nghiém khac
ctia GS.TSKH Nguyén Xuan Tan - Vién toan hoc Viet Nam. Nhan dip
nay, toi xin bay toé sy kinh trong, long biét on sau sac tdi thay.

Xin tran trong cam on cac thay, co gido thudc vién toan hoc va cac
thay, co gidao clia truong DHSP Thai Nguyeén da truc tiép gidng day va tao
diéu kien thuan 1gi cho to6i trong suét qua trinh hoc tap va nghién ciu.

Xin thanh kinh cAm on bé me da sinh thanh va nudi dudng, cam on
nhitng nguoi than yéu trong gia dinh, ciing nhu ban be, dong nghiép da
luén bén canh ting ho, dong vién giap t6i hoan thanh luan vin nay.

Do trinh do con han ché, nén luan van khong tranh khoéi nhiing thiéu
s6t vé noi dung ciing nhu vé cach trinh bay, tac gid rat mong nhan dugc
nhimg ¥ kién dong gép clia cac thay c¢o va ban doc dé luan vin dugc hoan
thién hon.

Thai Nguyén, thang 7 nam 2011

Tac gua

Do Thanh Tra
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Chuong 1

Kién thic co ban.

Trong chuong nay, trinh bay mot s6 kién thitc co ban vé cac khong gian
can dung nhu khong gian Banach, khong gian Hilbert, khong gian topo
tuyén tinh 16i dia phuong va mot s6 tinh chat ciia 4nh xa da tri nhu tinh
lien tuc, tinh 16i theo nén ciia anh xa da tri, diéu kién can va da dé anh
xa da tri lién tuc trén va lien tuc duédi theo nén. Ta sé chi ra moéi quan hé
giita cac tinh chat nay va tong quat héa mot s6 két qua quen biét trong

giai tich ham, vi du mot ham 16i nita lien tuc dudi thi lien tuc dudi yéu,...

1.1 Cac khéng gian can dung

Ta da biét, khi xét mot bai toan, trude tien phai néi dén khong gian, sau
d6 méi nghién citu dén ham s6. Ciing v6i sy phat trién cia toan hoc, ngudi
ta dd md rong viec xét mot bai toan tit khong gian chi gom cac s6 len
cac khong gian mang tinh tritu tugng hon nhu: khong gian Banach, khong
gian Hilbert, khong gian topo tuyén tinh 16i dia phuong,.. Sau day, ta sé
tom tit mot so kién thic co ban ctia mot s6 khong gian dé tién cho viec

theo doi luan van.

1.1.1 Khong gian Banach

Toan hoc hién dai duge xay dung trén co sd 1y thuyét tap hop clng véi
cac hé tien dé. Nguoi ta khong co dinh nghia chinh xéac, cu thé tap hop la
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gl ma coi ching nhu nhitng ho cac déi tuong c6 cling nhiing tinh chat nao
d6. Vi du nhu ho céc s6 nguyén duong 1a tap hop cac sd tu nhién, ho cac
ham s6 duge dinh nghia trén doan [a, b] tao thanh tap hgp cdc ham s6 trén
doan thang ay, ho nhitng hoc sinh cting hoc trong 16p hoc nao do la tap
hop cac hoc sinh trong 16p ay, ... Cac tap hop thuong duge ki hiéu bang
nhitng chit cai in hoa nhu: A, X, Y, ...vAd cac phan ti clia ching thuong
ducc ki hieu bdi cac chil: a, x, v, ... Néu x 1a phan ti ctia tap hop X, ta ki
hiéu x € X. Ta co:

Dinh nghia 1.1.1. a) Vdi mdi cap phan i z, y cia tap hop X (goi tat
la tap X), déu zdc dinh mot qui tac nao dé, mot so thuc p(x,y), goi la
khodang cach gitta x va .
b) Qui tac néi trén théa man cac diéu kién sau:

i) p(x,y) >0 néu x # y; suy ra p(x,y) =0 néu z = y;

i) p(z,y) = p(y, z), vdi moi z, y (tinh doi xing);

iii) p(x,y) < p(x, 2) + p(2,y), vdi moi z, y, z (bat dang thic tam gidc);
Ham s6 p(x,y) duge goi la metric cia khong gian X va cap (X, p) dugc

got la khong gian metric.

Vidu 1.1. a) Tap M bat ki cia tdp cac s6 thuc R vdi khodng cach thong
thuong p(x,y) = |x — y| la mot khong gian metric.
b) Khong gian n chiéu R" vdi khodng cich p(x,y) = S (x; —u:)° (vdi
i=1
r= (21, Tn),y = (Y1, .-, Yn) € R"), la mot khong gian metric.
Nhan xét: Trén mot tap hop, c6 thé chon nhitng metric khac nhau dé

¢6 nhiing khong gian metric khac nhau.

Pinh nghia 1.1.2. Ta ndi rang day diém 1, ..., T, ... ctia mot khong gian

metric X hoi tu tdi diem z ciia khong gian dé, néu lim p(x,,z) = 0. Ta
n—o0

ki hiéu x, — = hay limx,, = z, va diém = duoc goi la gidi han cia day

Nhan xét: Day con ciia mot day hoi tu ciing la mot day hoi tu.
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T dinh nghia day hoi tu, ta c6 tinh chat sau:
1) Néu x, — = vad 2, — 2’ thi x = x;

2) Néu z, — x va y, — y thi p(x,,y,) — p(x,y).

Dinh nghia 1.1.3. Cho X la mot tap hop. Néu trén X c6 hai phép tinh:
phép cong gitia hai phan ti cia X va phép nhan mot sé (thuc hodc phic)
vdi mot phan t¢ cia X théa man cac dieu kién

Hxyye X thhe+y e X, vdi moi x,y € X;

2)(x+y)+z=a+(y+2), véi moi x,y,z € X;

3)r+y=y+ax, vdi moix,y € X;

4) Ton tai 0 € X c6 tinh chat: véi moix € X thhoa +0=0+z = z.
0 dugc goi la phan tii goc hodc phan ti trung hoa;

5) Véi moi x € X thi ton tai (- z) sao cho x + (—z) = 0;

6) l.x = x, véi moi x € X;

7) 1.(k.x) = (I.k).x, vdi moi I,k € K,x € X;

8) l+k)x=lz+kax viimoil ke K,xeX;

9l (x+y)=Ilx+ly, vdimoil € K,x,y € X.
Khi do, X dugc goi la mot khong gian tuyén tinh.

Dinh nghia 1.1.4. Cho X la mot khong gian tuyén tinh. Ham s6 ||.| :
X — R, thdéa man cdc dieu kién:

i) ||z|| >0, vdi moi x € X va ||z|| =0< x=0;

i) || Axz|| = |A] ||z]], vdi moi A € K, x € X;

i) 2+ yll < llall + ], wdi moi z,y € X
; dugc goi la mot chuan va cip (X, ||.||) la mot khong gian tuyén tinh dinh

chuan.

Dinh nghia 1.1.5. Gid st (X, ||.||) la mot khong gian tuyén tinh dinh
chuan. DE thay, ham p: X x X — R
(z,y) = p(z,y) = |z —yl
la mot metric.
Nhu vy, khong gian tuyén tinh dinh chuan la khong gian metric. Do

dé, moi tinh chat cia khong gian metric déu ding cho khong gian tuyén
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tinh dinh chudn .

Dinh nghia 1.1.6. Khong gian tuyén tinh dinh chuan (X, ||.||) day di vdi

metric xac dinh nhu trén goi la mot khong gian Banach.

n
Vidu 1.2. a)Cho X = R" vdi chuan ||z|| = (2:)?, ¢ = (21, T, ..., Tn) €
i=1

R"™ thi X la khong gian Banach.
b) Cho X = Cly vdi chuan | f|| = ma:g] |f(z)], f e X thi X la khong
cla,

z€|
gian Banach.

n

Dinh nghia 1.1.7. Cho day {x,} C (X, ||.||), ldp tong riéng S, = > x;.

i=1
o0 o0
Neu S, — S € X, ta néi chuoi Y x; hoi tu va S = > x; la tong cia
=1 =1
chuoi. Néu chuoi Y ||z;|| hoi tu thi ta néi chuoi > x; hoi tu tuyét doi.
i=1 i=1

Dinh 1y 1.1.8. Trong khong gian Banach X, moi chudi hoi tu tuyét doi

déu hoi tu.

Chaing minh. Ta chi can ching minh {S,,} 1a day cauchy. That vay, véi moi
m

m > n, ||Sn — Sull = |t + - F 2wl < D0 ||l@i]| — 0 khi n — 00.Vi
1=n+1

oo
X day du, nén day {S,} hoi tu. Do d6, chudi > z; hoi tu. Hon nita, vi
=1
. 1
> T
k=1

n 0 o
< O~ [lzell, nen 1Sl < > [l Do do, [[S]| < ‘ D, Tk O
= k=1 k=1 k=1

Cha y 1.1. Diéu ngugc lai cia dinh lyj trén ciing ding, tic la néu trong
khong gian tuyén tinh dinh chuan X, moi chudi hoi tu tuyét doi déu hoi tu

tht X la mot khong gian Banach.

1.1.2 Khong gian Hilbert

Dinh nghia 1.1.9. Cho X la khong gian tuyén tinh. Néu trén X cé dang
song tuyén tinh (.,.) : X x X - R
(x,y) — {(x,y) théa man:
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