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Mở đầu

Luận văn trình bày tổng quan cơ sở phép biến đổi Laplace đối với các

hàm số một biến t xác định trên nửa trục dương, có độ tăng cấp mũ hữu

hạn và phụ thuộc vào tham số vectơ x.

Trên cơ sở đó, dùng phép biến đổi Laplace như một công cụ để luận

văn trình bày việc nghiên cứu tính giải được và tính duy nhất nghiệm

của bài toán biên-ban đầu hỗn hợp của phương trình parabolic tuyến

tính cấp hai, khi hệ số của phương trình không phụ thuộc vào biến thời

gian t.

Nội dung luận văn được viết chủ yếu dựa trên tài liệu [5]. Bố cục của

luận văn gồm 2 chương:

• Chương 1 của Luận văn trình bày phép biến đổi Laplace đối với

hàm số thông thường, nhắc lại các khái niệm về hàm suy rộng, hàm

suy rộng nhận giá trị trong không gian Banach và phép biến đổi

Laplace đối với hàm suy rộng nhận giá trị trong không gian Banach.

• Chương 2 của Luận văn trình bày bài toán biên-ban đầu hỗn hợp

cho phương trình parabolic tuyến tính cấp hai có các hệ số không

phụ thuộc vào biến thời gian t, ứng dụng của biến đổi Laplace để

biểu diễn nghiệm của bài toán và một số ví dụ áp dụng.
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Chương 1
Phép biến đổi Laplace

1.1. Phép biến đổi Laplace đối với hàm số thông thường

1.1.1. Định nghĩa hàm gốc

Định nghĩa 1.1. Hàm một biến thực f(t) được gọi là hàm gốc nếu thoả

mãn ba điều kiện sau :

1) f(t) = 0 với mọi t < 0. Điều này được đặt ra vì trong thực tế t

thường là biến thời gian.

2) f(t) liên tục từng khúc trong miền t ≥ 0.

Điều này có nghĩa là nếu lấy một khoảng (a,b) bất kì trên nửa trục

thực t ≥ 0, bao giờ cũng có thể chia nó thành một số hữu hạn các

khoảng nhỏ, sao cho trong mỗi khoảng nhỏ f(t) liên tục và tại mút của

mỗi khoảng nhỏ nó có giới hạn một phía.

3) f(t) không tăng nhanh hơn hàm mũ khi t→ +∞. Nghĩa là tồn tại

M > 0, σ0 > 0 sao cho

|f(t)| ≤Meσ0t, ∀t > 0, (1.1)

trong đó σ0 được gọi là chỉ số tăng của f(t).

Rõ ràng σ0 là chỉ số tăng thì mọi số σ1 > σ0 cũng là chỉ số tăng.

Ví dụ 1.1. Hàm bước nhảy đơn vị

η (t) =

{
0 nếu t < 0

1 nếu t ≥ 0

là hàm gốc vì η(t) liên tục với mọi t ≥ 0 và không tăng nhanh hơn hàm

mũ với chỉ số tăng σ0 = 0.

Ví dụ 1.2. Các hàm sơ cấp cơ bản như f(t) = tm, f(t) = sin t, f(t) =

cos t... đều liên tục và không tăng nhanh hơn hàm mũ nhưng vẫn chưa

phải là hàm gốc vì không thoả mãn điều kiện 1) của Định nghĩa 1.1.
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Tuy nhiên hàm số sau :

f(t)η(t) =

{
0 nếu t < 0

f(t) nếu t ≥ 0

là một hàm gốc.

1.1.2. Định nghĩa phép biến đổi Laplace

Phép biến đổi Laplace (hay còn gọi là toán tử Laplace) được định

nghĩa như sau.

Định nghĩa 1.2. Giả sử f(t) là hàm gốc xác định với mọi t > 0. Biến

đổi Laplace của hàm số f(t) được định nghĩa và ký hiệu là

F (p) = L{f(t)}(p) =

+∞∫
0

e−ptf (t) dt. (1.2)

Định lý 1.1. Nếu f(t) là hàm gốc với chỉ số tăng σ0 thì tồn tại biến đổi

Laplace

F (p) = L{f(t)}(p) =

+∞∫
0

e−ptf (t) dt

xác định với mọi số phức p = σ+ iτ sao cho σ > σ0 và lim
Re(p)→∞

F (p) = 0.

Hơn nữa hàm biến phức F (p) là giải tích trong miền Re(p) > σ0 với đạo

hàm

F ′ (p) =

+∞∫
0

(−t)e−ptf (t) dt. (1.3)

Chứng minh. Với mọi p = σ + iτ sao cho σ > σ0 ta có∣∣f (t) e−pt
∣∣ 6Me(σ0−σ)t,

mà
+∞∫
0

e(σ0−σ)tdt hội tụ, do đó tích phân
+∞∫
0

f (t) e−ptdt hội tụ tuyệt đối.

Vì vậy tồn tại biến đổi Laplace F (p) và
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|F (p)| 6
+∞∫
0

|f (t) e−pt|dt =
+∞∫
0

∣∣f (t) e−σte−iτ t
∣∣dt =

+∞∫
0

|f (t) e−σt|dt

6

+∞∫
0

Me(σ0−σ)tdt =
Me(σ0−σ)t

σ0 − σ

∣∣∣∣+∞
0

=
M

σ0 − σ
.

Ngoài ra lim
σ→∞

M

σ − σ0
= 0 suy ra lim

Re(p)→∞
F (p) = 0.

Tích phân
+∞∫
0

f(t)e−ptdt hội tụ và tích phân

+∞∫
0

∂

∂p

(
f(t)e−pt

)
dt =

+∞∫
0

f(t)e−pt(−t)dt

hội tụ đều trong miền {p|Re(p) > σ1} với mọi σ1 > σ (theo Định lý

Weierstrass).

Suy ra hàm ảnh F (p) có đạo hàm

F ′(p) =

+∞∫
0

∂

∂p

(
f(t)e−pt

)
dt

tại mọi điểm p thuộc các miền trên.

Vì vậy F (p) giải tích trong miền Re(p) > σ0.

Nhận xét 1.1. Từ Ví dụ 1.2 suy ra các hàm sơ cấp cơ bản như f(t) = tm,

f(t) = sin t, f(t) = cos t... đều có biến đổi Laplace L{f(t)η(t)}. Do đó

thay vì viết đầy đủ L{f(t)η(t)} ta có thể viết tắt L{f(t)}. Chẳng hạn

ta viết L{sin t} thay cho L{sin tη(t)}.

Ví dụ 1.3. Biến đổi Laplace của hàm f(t) = 1 là

F (p) = L{1}(p) =

+∞∫
0

e−ptdt =
e−pt

−p

∣∣∣∣+∞
0

=
1

p

Ví dụ 1.4. Cho hàm f(t) = t, biến đổi Laplace của f(t) là

F (p) = L{t}(p) =

+∞∫
0

e−pttdt =
1

p2
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Ví dụ 1.5. Cho hàm f(t) = tn, biến đổi Laplace của f(t) là

F (p) = L{tn}(p) =

+∞∫
0

e−pttndt =
1

pn+1

Ví dụ 1.6. Hàm f(t) = eαt, α ∈ R có biến đổi Laplace là

F (p) = L{eαt}(p) =

+∞∫
0

e−pteαtdt =
1

p− α

Ví dụ 1.7. Hàm sin t có chỉ số tăng σ0 = 0 do đó có biến đổi Laplace là

F (p) = L{sin t}(p) =

+∞∫
0

e−pt sin tdt.

Áp dụng công thức tích phân từng phần ta được

F (p) = − cos te−pt
∣∣+∞
0
−

+∞∫
0

pe−pt cos tdt

= 1−
(
pe−pt sin t|+∞0

)
− p2

+∞∫
0

e−pt sin tdt.

⇒ (1 + p2)F (p) = 1⇒ F (p) =
1

1 + p2

1.1.3. Các tính chất của phép biến đổi Laplace

Tính chất 1.1. Phép biến đổi Laplace có tính tuyến tính. Nếu f(t) và

g(t) có biến đổi Laplace thì Af(t)+Bg(t) cũng có biến đổi Laplace (A,B

là các hằng số) và

L{Af(t) +Bg(t)}(p) = AL{f(t)}(p) +BL{g(t)}(p). (1.4)

Chứng minh. Gọi F (p), G(p) lần lượt là ảnh của f(t) và g(t) qua phép

biến đổi Laplace. Theo định nghĩa

L{Af(t) +Bg(t)}(p) =

+∞∫
0

e−pt[Af(t) +Bg(t)]dt.
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Do tính chất tuyến tính của tích phân nên ta có

+∞∫
0

e−pt[Af(t) +Bg(t)]dt = A

+∞∫
0

e−ptdt+B

+∞∫
0

e−ptdt = AF (p) +BG(p).

Thay vào trên ta có

L{Af(t) +Bg(t)}(p) = AF (p) +BG(p).

Ví dụ 1.8.

L{6 + 7 sin t}(p) = 6L{1}(p) + 7L{sin t}(p) =
6

s
+

7

1 + s2
.

Tính chất 1.2. Phép biến đổi Laplace có tính đồng dạng.

Nếu F (p) = L{f(t)}(p) thì với mọi hằng số λ > 0 ta có

L{f(λt)}(p) =
1

λ
F (

p

λ
). (1.5)

Chứng minh. Theo định nghĩa ta có

L{f(λt)}(p) =

+∞∫
0

e−ptf(λt)dt.

Đổi biến λt = t1, dt =
1

λ
dt1 ta được

L{f(λt)}(p) =

+∞∫
0

e−ptf(λt)dt =

+∞∫
0

e−
p
λ t1f(t1)dt1 =

1

λ
F (

p

λ
).

Ví dụ 1.9.

L{sinωt}(p) =
1

ω

1

(p/ω)2 + 1
=

ω

p2 + ω2
.
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