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MO PAU

Gia thuyét Erdos-Szekeres dudc dé cip dén tii rat sém (vao nim 1935),

xuét phat tif bai todn ctia Esther Klein véi phat biéu rat ngan gon:

o Gid thuyét Erdos-Szekeres : Moi tap hop trén mit phang gdm khong
it hon 272+ 1 diém & vi tri tong quét (khdng c6 ba diém nao thang

hang) déu chita n diém la dinh cia da gidc 16i.

e Bit chip su don gian trong phat biéu, sau ba phan tu thé ki, gia thuyét
Erdos-Szekeres m6i duge ching minh cho cac truong hop n = 3, 4,
5. Gan day (nim 2006) trudng hop n = 6 méi dudc chiing minh nho
mdy tinh. Sau 75 nim, rit nhiéu két qua méi da 1am phong phu thém

gia thuyét Erdos-Szekeres.

e Luin vin Gid thuyét Erdos-Szekeres va mét sé bai todn lién quan c6
muc dich trinh bay chiing minh mot s6 két qua da biét trong bai todn
(gia thuyét) Erdos-Szekeres cho hai bai toan mé rong. Bai toan thi
nhét 12 md rong cla bai toan Erdos-Szekeres khi bd diéu kién cac
diém & vi tri tdng quat (khong c6 ba diém nao thang hang), tic 1a cac
diém & vi tri bat ki. Bai toan thit hai 12 bai toan Erdos vé su ton tai da

gidc 16i rong trong tap hop cac diém bat ki trén mit phang.
e Luin vin gom ba Chuong.
e Chuong I: Trinh bay tong quan vé gia thuyét Erdos-Szekeres. Céc

kién thic st dung trong luan vin. Chiing minh cong thic ES(n) =
22 41 véin = 3,4,5 vé6i tap diém & vi tri bat ky trong mit phang.

e Chuong 2: Ching minh cong thiic tinh H(n) v6i n = 3,4,5 véi tap
diém & vi tri bat ky trong mit phang.
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e Chuong 3: Trinh bay lai mdt cach tom ludc cong trinh cua Knut
Dehnhardt, Heiko Harboth va Zsolt Langi [9] da chiing minh cho gia
thuyét Erdos-Szekeres véi trudng hop n = 6 trong mot s6 trudng hop

riéng ma khong su dung mady tinh.

Ludn van dugc hoan thanh dudi sw hudng ddn ciia PGS TS Ta Duy
Phuong. Tdc gid xin bay t6 long kinh trong va biét on thdy hudng ddn dd
tén tinh gip do tdc gid trong sudt qud trinh tdp duot nghién ciu va viét
ludn van.

Tdc gid xin trdn trong cdm on cdc thdy cé gido truong Pai hoc sw pham
thuéc Pai hoc Thdi Nguyén va cdc thdy co gido Vién Todn hoc Viét Nam
dd tan tdm gidng day va giip do tdc gid hoan thanh khoa hoc.

DPong thoi tdc gid xin chdn thanh cdm on Truong Cao dding Coéng
nghiép Nam Pinh, noi tdc gid dang cong tdc, cdc dong nghiép, gia dinh va
ban beé da dong vién, givup dd va tao diéu kién vé moi mdt trong qud trinh

tdc gid hoc tdp.

Thdi Nguyén, thang 08 nam 2011
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Chuong 1

Gia thuyét Erdos-Szekeres va mot s6 bai
toan mao rong

Trong chuong nay chiing tdi phat biéu gia thuyét Erdos-Szekeres cho
trudng hop céc di€ém & vi tri tdng quat va mot md rong cla bai toan Erdos-
Szekeres cho trudng hop cac diém & vi tri bat ki, dong thdi ciing trinh bay
ching minh cong thiic Erdos-Szekeres trong truong hgp n = 3,4, 5 véi tap
hop diém trén mit phang & vi tri bat ky.

1.1. Tong quan vé gia thuyét Erdos — Szekeres
1.1.1. Lich st cua bai toan Erdos-Szekeres

Nam 1933, Esther Klein da phat bi€u va chiing minh bai todn sau
day.

Bai toan 1.1: Véi nim diém cho trudc trong mit phang & vi tri tong
quat (khong c6 ba diém nao thang hang), bao gid ta ciing tim dugc bdn

di€m 12 dinh ctia mot td gidc 16i.

Duéi day la chiing minh cua Klein.

S6 héa béi Trung tam Hoc liéu — Pai hoc Thai Nguyén http://'www.lrc-tnu.edu.vn



Xét da gidc 16i 16n nhat chita tAt ca nim diém & vi tri tdng quat. Chi c6 ba

kha nang khac nhau sau day xay ra:

Loail Loai2 Loai3
Hinh 1.1: Tap nim diém & vi tri tdng quat ludn ton tai 4 di€m 1a dinh cia mot td gidc 10i.

Trudng hop thit nhit (xem hinloai 1): Bao 16i clia nim diém 1a
mot ngi gidc. Khi 4y moi bd bdén diém tif nim diém 4y déu tao thanh td
giac 16i (diém con lai nAm ngoai td gidc 16i d6). Vay ta c6 ti gidc 16i khong

chita di€m nao bén trong. Erd6s goi céc ti gidc nay 1a tf gidc 10i rong.

Truong hop thd hai (xem hinh loai 2): Bao 16i 1a tif gidc ABCD
chita mot diém E & bén trong (t gidc 16i ABCD chia duy nhat mot diém
E & bén trong dudc goi 1a if gidc [0i gan rong). Ké dudng chéo AC cia td
gidc thi do ba diém bat ki trong nim diém da cho khong thang hang nén
di€m E phai thudc tam gidc ABC hoic tam gidc ACD. Trong hinh loai
2 thi diém E ndm & bén trong tam gidc ABC (bén ngoai tam gidc ACD).
Khi 4y AECD 1a ti¢ giac 16i rdng. Nhu vay, trong trudng hop nay ta cé mot
td gidc 16i rténg AECD va mot t gidc 16i gan réng ABCD.

Truong hop cudi cing (xem hinh [1.1Hoai 3): Bao 16i 1a tam gidc

ABC, hai diém D va E con lai ndm bén trong tam gidc. Do khong c6 ba
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diém nao thang hang nén dudng thang di qua hai diém D va E sé chia mit
phang chifa tam gidc thanh hai phan sao cho mot nifa mit phang phai chia
hai dinh ctia tam gi4c. Hai dinh nay cung vé6i hai diém thudc phan trong

tam gidc tao thanh mot td gidc 16i rong.
Tir quan sat trén, E. Klein da dé nghi mot bai todn tdng quét sau day.

Bai toan 1.2 : Vi mdi s tu nhién n > 3, hidy xac dinh s6 nguyén
duong N(n) nhd nhit sao cho moi tap c6 toi thiéu N(n) diém trén mait

phang & vi tri tdng quat chia 7 diém tao thanh mot da gidc 18i n dinh.

Bai todn 1.2 dudc phét bi€u trong [15] va sau nay dugc goi la Bai
toan Erdos-Szekeres.
Trong [15], Bai toan 1.2 da dugc tach ra thanh hai bai toan:

Bai todn 1.2a : Ton tai hay khong ton tai s6 N(n).

Bai toan 1.2b : Néu s6 N(n) ton tai thi hiy x4c dinh N(n) nhu mot ham
clia n, tic 12 tim s6 diém N(n) nhd nhit ma tit d6 c¢6 thé chon ra dugc n
diém tao thanh da gidc 16i n dinh.

Trong [15], d trinh bay chiing minh sy ton tai s6 N(n) biang hai cich

hoan toan khac nhau:

e Cdch thit nhdt: Do Szekeres chiing minh khong 1au sau khi E. Klein
phat biéu bai toan, dua trén dinh li Ramsey (Szekeres va cdc thanh
vién khdc trong nhém sinh vién Budapest lic d6 khong ai biét dinh
1i Ramsey, nhung d€ giai bai todn cta Klein dua ra, Szekeres da phat
hién lai va sit dung dinh li nay), tif d6 ta c6 bat dang thic N(n) <
R4(n,5), trong d6 R4(n,5) 1a s6 Ramsey. Tuy nhién, dinh gid nay la
qua 16n so véi thuc té. Thi du, véi n = 5 thi N(5) < 21990 qu4 xa so
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véi thuc t€ N(5) =9.

e Cdch thit hai: Do Erdos chitng minh nhd két hop hinh hoc véi 1i thuyét
t6 hop va két qua ta dugc mot danh gia bt hon N(n) < C%2, +1 vao
nim 1935 (xem chi tiét hon trong [13]).

Sau 63 nam Chung va Graham (xem [§]) da chiing minh dugc
N(n) < an__24, Vn>3.
Ngay sau d6 Kleitman va Pachter (xem [10]) da ching minh dugc
N(n) < an__24—|—7—2n, Vn>3
Ciing trong nam d6 (1998) To6th va Valtr (xem [19]) da chiing minh duge
N(n) <Ch 2 +2,¥Yn>3.
Sau d6 7 nam (2005) T6th va Valtr (xem [20]) da ching minh dugc
N(n) < an__ZS +1,Vn>5.
Nhu vay danh gid tot nhat hién nay 13 ctia Toth va Valtr, tuy nhién véi
n =6 thi C3+ 1 = 36 con cich khd xa so véi chiing minh ctia Szekeres va
Peters nam 2006 1a N(6) = 17, xem [18].

Theo [11], nam (1960-1961) P. Erdos and G. Szekeres da xay dung dugc
trudng hop tdng quat cho tap hop chita 2”2 diém & vi tri tdng quat (khong
c6 ba diém bat ky nao thang hang) khong chia n-giac 16i. Do d6 can dudi
clia N(n) 1a khong thé giam duge. Nhu vay ta co:

2""2 < N(n) < Cy2+2
Vay v6i n = 5, ta xét bai toan sau:
Bai toan 1.3 : V6i chin di€m cho truc & vi tri tong quat trong mit
phang (tic 12 khong c6 ba diém nao thang hang) bao gid ta cling tim dudc

nim diém tao thanh mot ngii gidc 16i.
Bai todn nay lan dau tién dudc Poan Hitu Diing giai va ding trén
tap chi Todn hoc va Tuéi tré nam 1967, xem[1]. Trén céc tai liéu nuGc

7
S6 héa béi Trung tam Hoc liéu — Pai hoc Thai Nguyén http://'www.lrc-tnu.edu.vn



ngoai, cong thic N(5) =9 lan dau tién dugc Kalbfleisch, Kalbfleisch va
Stanton ching minh nam 1970. Tuy nhién, cach chung minh trén la kha
cong kénh, do d6 cong thiic N(5) = 9 da dudc Bonnice [7] nim 1974 va
Lovasz nam 1979 ching minh theo cach don gian hon. Céach chiing minh
ctia Bonnice vé co ban trung véi cach chitng minh cta Poan Hitu Diing.
Nhu vay, véi n = 5 cong thic N(5) = 9 da dugc chiing minh ngin gon bdi

DPoan Hitu Diing vao nam 1967 [1] va Bonnice vao nam 1974 [7].

Dua trén cdc dang thiic N(3) = 3 va N(4) = 5 Erdos va Szekeres
dua ra gia thuyét sau day:

Gia thuyét Erdos-Szekeres (1935): Moi tdp hop trén mit phing
gdm khong it hon 22 + 1 diém & vi tri tdng quat (khong c6 ba diém nao

thang hang) déu chiia n diém 1a dinh ctia n giac 16i.

Bét chip su don gidn trong phat bi€u, sau ba phan tu thé ki, gia
thuyét Erdds - Szekeres chi mdi dudc chiing minh cho céc trudng hop
n = 3,4,5. Truong hgp n = 6 méGi dudc Szekeres va Peters chiing minh
nam 2006 nhé may tinh (xem [18]) va Knut Dehnhardt, Heiko Harborth,
and Zsolt Langi, V.A.Koshelev chiing minh cho mot s trudng hop riéng
(khong diung mdy tinh) nim 2009. Gia thuyét Erdos - Szekeres c6 lién
quan chit ché véi cac linh vuc khac clia toan-tin hoc (Ii thuyét Ramsey, 1i
thuyét do thi, hinh hoc t& hop,...). Gia thuyét Erdos - Szekeres cling dudc

goi la Bai toan Erdos - Szekeres.
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