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MO PAU

Dang tu dang cAu 13 khai niém 1an dau dudc dua vao bdi Poincaré: ham
s6 trén khong gian ddi xtiing G/K, G 1a nhém Lie, K 1a nhém con compact
cuc dai, bién ddi theo mot cong thifc don gidn véi tac dong ctia mot nhém
con sb hoc. G. Gelfand nhin dang tu dang ciu theo géc dd ctia cic bicu
dién tu dang ciu, mot bo phan cua ly thuyét biéu dién vo han chiéu va
nghién ctiu phd, gia tri riéng cua todn ti Hecke...

Muc dich ctia luan vin nay 1a tim hiéu ly thuyét dang tu dang cau va
bi€u dién trong trudng hop nhém GL(2,R). Ta sé nghién ciiu mdi lién hé
gitta ly thuyét biéu dién nhém GL(2,R) va céc dang tu dang cAu trén nira
mit phang trén Poincaré. Ta sé tap trung vao ly thuyét phé trong trudng
hop thuong compact.

Luan vin v6i dé tai “Dang tu dang cAu va biéu dién nhém GL(2,R)”

gdm 3 chuong:
o Chuong I: Ly thuyét dang tu dang cAu trén GL(2,R).
e Chuiong 2: Bi€u dién nhom GL(2,R).
e Chuong 3: Mot s tinh todn.

Trong chuong 1 ching toi trinh bay mot s6 khai niém lién quan dén ly
thuyét dang tu dang cAu trén nhém GL(2,R), nhic lai mot s khai niém vé
toan ti trong khong gian Hilbert, so lugc vé nhém Lie, dai sb Lie va xay
dung dai s6 phd dung ciia né. Pic biét, trong tAm cla chuong nay chinh
mbi lién hé giita bai todn phd v6i thuong compact clia nita mit phang
Poincaré.

Trong chuong 2, tit 1y thuyét ctia cac dang tu dang cau, chiing toi trinh

bay mot sd biéu dién, chang han biéu dién ctia nhém compact dia phuong,
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biéu dién cta dai s6 Lie va mot két qua quan trong 12 su phan loai céc
(g,K)-module bat khd quy ctia nhém G = GL(2,R) ™.

Trong chuong 3 ching tdi trinh bay mot s6 két qua lién quan dén biéu
dién ctia nhém GL(2,R).

Dé hoan thanh ludn véin nay, tdc gid xin bay t6 long kinh trong va biét
on GS.TSKH D6 Ngoc Diép nguoi thdy dd tdn tinh giiip do trong sudt qud
trinh hoc tdp va nghién cuu.

Tdc gid xin trdn trong cdm on cdc thdy cé gido truong Pai hoc sw pham
thuéc Pai hoc Thdi Nguyén va cdc thdy co gido Vién Todn hoc Viét Nam
dad giang day, giup do tdc gid hoan thanh khoa hoc.

Dong thoi tdc gid xin chdn thanh cdm on Truong Cao ddng Coéng
nghiép Nam Dinh, gia dinh va ban bé da dong vién, givip do va tao diéu

kién vé moi mit trong qud trinh tdc gid hoc tdp.

Thdi Nguyén, thang 8 nam 2011
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Chuong 1

LY THUYET DANG TU PANG CAU
TREN GL(2,R)

Trong chuong nay, ching toi gidi thiéu 1y thuyét phé ciia cac dang tu
dang ciu. Trong trudng hop I\ J(, phd ctia todn tit Laplace-Beltrami 1a roi
rac. Ngoai ra khong gian Hilbert L?(I'\G, x) khai trién thanh cic khong
gian bt kha qui.

1.1. Mot so khai niém cg ban

Cho X la nita mit phang Poincaré: 3 = {x+iy € C|y > 0}. it G =
GL(2,R)™ 1a nhém céc ma tran thuc cip 2 vdi dinh thiic duong. Khi d6
G tac dong trén H bdi phép bién ddi phan thiic tuyén tinh. Nghia 1a néu

g€ GL(2,R)" vaz=x+iy € H, y > 0 thi tdc dong clia g tai z cho bdi:

_ aztb
8(z) =5

Cho I' 1a nhém con rdi rac clia G, sao cho I'\H 1a compact, hoic it nhit

c6 dién tich hitu han. Gi4 thiét raing —I € T, b&i vi néu —I ¢ T, thay I bsi

nhém sinh bdi I' va —1. (I 1a ma tran don vi cip 2). Mit khac, khong mét
tinh tng quat, gia thiét ring I’ C SL(2,R) (nhém céc ma tran cip 2 véi hé
s6 thuc va dinh thic bang 1).

Pinh nghia 1.1.1. Cho H 12 mot nhém, ddc trung ciia H 13 mot dong cu
x : H — C*. Ddc trung unitary 1a mdt dac trung thod man |x(y)| = 1 véi
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moi 7.

Dinh nghia 1.1.2. Gi4 st ' 12 nhém con dong du, P'(Q) = QU {} 1a
dudng xa 4nh trén Q.. Do SL(2,7Z) tic dong bic cau trén P! (Q), nén nhém
con chi s6 hitu han chi c6 thé c6 quy dao hitu han trén tip nay. Mot quy
dao ctia I trong P'(Q) dudc goi 1a diém nhon ctia . Téng quat hon, néu I
khong gia thiét 12 nhém con dong du, ma chi 1a mot nhém ri rac tic dong
trén 3 v6i I'\H c6 dién tich hitu han, thuat ngt di€ém nhon dugc dung dé
chi 1a mot trong hai truong hgp:

- Piém a € P!(R) = RU {eo} sao cho I' chita mdt phan ti parabolic
Yy #1vé6i y(a) = a.

- Quy dao cua céac diém néi trén dudi tac dong cta I.
Pinh nghia 1.1.3. Gia st k 12 "trong", n6 c6 thé 1a s6 nguyén duong hoic
nguyén am. Xem z = x + iy va Z = x — iy 12 cdc bién phiic doc 1ap, ta c6

cac dao ham riéng tuong ung

J_1(0 ;9\ o _1(d .0
oz 2\ax ‘ay) 9z 2\ox 'oy)°

Ta dinh nghia céc toan ti vi phan Maass trén C*(3H), khong gian cac

ham tron caa H

Re—iy2- + 2 +E—( —‘)—8 -
=% yc?y 7 — ¢ Z&z 2’

. d Jd k L d k
L=y gy =27 695,73

va toan ti Laplace suy rong

2> 9? 0
M= () i s
k=) (8x2 i 8y2) LERPT
Dé dang chitng minh dudc

k k k k
Ak:—Lk+2Rk—§ 1+§ :_Rk_sz+§ 1—5 .
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VG6i moi k, dinh nghia rdc dong cia G = GL(2,R)" trén C*(H) bdi
cong thuc:

/ _(cZ+d>kf(az+b> (ab
7 \Jezwdl) P \ezvd) T\ e a )

Bo dé 1.1.4. Néu f € C=(H), geG, thi

(Rif)|sng = R (f1i8)
(Lif)k—28 = Li (f1r8)

va
(Acf)lig = Ak (f1i8).
1.2. Toan tu trong khong gian Hilbert
Nhic lai mot s6 khai niém cd ban sau:

Dinh nghia 1.2.1. Gia st $) la khong gian Hilbert. Toan tu trén $) dudc
dinh nghia 12 bién doi tuyén tinh trén tp con tril mat, tiic 12 mot cdp co thd
tu (T,D7), trong d6 D7 1a khdng gian con tuyén tinh trit mat cda ), dudc
goi 12 mién xdc dinh ciia T, va T : Dy — $) 1a phép bién doi tuyén tinh.

+ Toén tt T dugc goi la déng néu do thi cua né {(f,Tf)|f € Dr} la
khong gian con dong cua $ x §).

+ Todn t& T dudc goi 1a khong bi chdn néu né khong lién tuc khi Dy
dudc xem nhu mdt khdng gian con topo cua §.

+ Todn ti T dudc goi la doi xiing néu (T f,g) = (f,Tg) véi f,g € Dr,
trong do6 (, ) la tich v hudng trong khong gian Hilbert $.

+ Toan ti T dudc goi 1a tu lién hop néu Dy = Dy, va T = T*, trong d6
T* 1a lién hgp cua T, Dr, la khong gian cta Vg € §) sao cho f+— (T f,g)
1a mot phiém ham tuyén tinh bi chin trén D7. Toan ti (T*, Dr,) dudc goi
la lién hgp cua T.
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Néu $ 1a khong gian Hilbert tach dudc thi:

+ Toan t tuyén tinh T : $ — $ dudc goi 1a bi chdn néu mién xac dinh
clia n6 1a toan bd $), va néu ton tai hing s6 C sao cho |Tx| < Clx| véi
Vx € $. Hing s6 C nho nhét nhu vay dudc goi 1a chuin toan ti ctia T, va
ki hiéu 1a |T|.

+ Toan ti T : $ — $ dudc goi 1a compact, hoic hoan toan lién tuc, néu
T chuyén cdc tap bi chin thanh cdc tip compact. Do § 1a tach, tap con cla
$ 12 compact néu va chi néu né 1a compact diy. Vi vay T 1a compact néu
va chi néu véi médi day x,, C § clia cic vecto don vi, ton tai diy con y, sao
cho T'(y,) la hdi tu.

Dinh nghia 1.2.2. Gia st L?(H) 12 khong gian Hilbert cac ham do dudgc
trén 7 c6 binh phuong kha tich tuong ting v6i dd do G-bat bién y2dx Ady.

Khi d6 Ay dugc xac dinh trén khong gian con tru mat C°(H) cla
L?(7H). (Néu M 1a mot da tap kha vi, thi C*(M) 1a khong gian cdc ham
tron trén M va C=(M) la khéng gian con cdc ham gid compact. Néu X 1a
khong gian topd, C.(X) la khong gian cdc ham lién tuc gia compact trén
X).

Cho A, = 59—;2 + g—yzz la toan ti Laplace. Ki hi€u d 1la dao ham ngoai, dua
1-dang vi phan thanh 2-dang vi phan. Gia st f va g la cac ham tron xac
dinh trong 14n cin cia mot mién bi chin Q C C, ma bién 13 dudng cong

tron (hodic hop cla cic dudng cong tron) dQ. Ta c6 dong nhét thiic
d d d d
d (g (a—{dy _ a—;fdx) _f (a—idy _ 3—§dx>)
= (gA°f — fA°g)dx Ndy.
Theo dinh ly Stokes, ta c6

g{ (8A°f — fA°g)dx Ndy

d d d 0
= I <g (a—gjdy— a—fy”dx) _f (a—idy— a—idx)).
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Huéng cta dudng ldy tich phan 1a (bién 0Q) 14y theo chiéu ngudgc chiéu
kim dong hd. Pong nhat thic nay dudc biét dén nhu cong thic Green.
Ménh dé 1.2.3. Laplace Ay la todn tit déi xiing trén L2(H) vdi mién xdc
dinh C=(%).

1.3. Pai so Lie va dai s6 pho dung

Dinh nghia 1.3.1. Nhom Lie 1a mot nhém, dong thdi 1a mot da tap kha vi
hitu han chiéu, trong d6 cic phép toan nhan va phép nghich dio 1a cdc anh
Xa tron.
Dinh nghia 1.3.2. Pai 56 Lie 12 khdng gian vec t6 (thuc hodc phtc) g dudc
trang bi phép todn song tuyén tinh, dudc goi 12 mdc Lie, théa min mot so
tién dé sau: Phép toan méc, biéu dién bsi X,Y + [X,Y] v6i X,Y € g, dugc
gia thiét thda man
X, Y]=-[V,X], [X,X]=0,

va “dong nhit Jacobi”

[X,Y],Z] +[[v,Z],.X] +[Z,[X,Y]] = 0.

Trong trudng hop dai sd Lie lién két v6i dai s6 két hop A, phép toan

méc Lie dugc dinh nghia béi [X,Y] = XY — YX, trong d6 phép nhan & vé
phéi 12 phép nhan trong dai sd A.
Dinh nghia 1.3.3. Ham tf [X,Y] = XY — YX, ting mot dai s két hop A
v6i dai s6 Lie Lie(A). Ta cling tuong ting mot dai s6 Lie g v6i mot dai s6
két hop U(g), dudc goi la dai s6 bao phd dung ciia g. N6i chung, du g la
hitu han chiéu, U(g) sé 1a vo han chiéu.

D€ xay dung U(g), ta bit dau véi dai s6 tenxo ®g,

> ok k
D REg KVLg=gR..Rg,
o 8 8§=8 k 8
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trong d6 phép nhan ®*g x ®'g = ®*'g 1a tich tenxo (® = Qg hoidc V¢
tiy thudc g 1a dai s6 Lie thuc hoic phtic).

Dinh nghia 1.3.4. Gia sit V 1a khong gian vecto thuc, U(g) 1a dai s6 bao
phd dung cta g. Phiic héa cua U(g) 1a Ve = CRRV, tic 1a khong gian
vecto phuc, v6i ludt nhan C x Vg — Vi, thda man

a(b®v)=(ab)®v, a,beC,veV.

S6 chiéu phiic ctia Vi bang s6 chiéu thuc ctia V.

Cho g 1a dai s6 Lie thuc, phic héa gc cta g la dai s6 Lie phuc.

Cho p : g — End(V) 1a bi€u dién cla dai s6 Lie thuc, trong d6 V la
khong gian vectd phiic. Khi d6 ta ¢6 thé mé rong p thanh biéu dién gc —
End(V) nhu sau: Néu X € gc, viét X = X +iX,. Khi d6, dat

p(X)=pX1)+ip(X2).

1.4. Bai toan phé cho thuong compact ctia nita mit phang
trén
1.4.1. Ly thuyét phé ctia cdc dang tu dang chu

Cho yx la dac trung cia I', C*(I"\H, x, k) la khong gian cta cac ham

tron trén H sao cho
cz+d k az+>b a b
_— 5 — E F
e = () r(555) v ( ‘! )
Néu f,g € C(I'\H, x,k), thi fg la bat bién theo I, vi vay ta c6 thé

dinh nghia
dxdy
9= [ 1@

\H
L?(I'\H, x,k) 1a khong gian Hilbert day du, f,g € C*(I'\H, x,k) tuong

ung v4i tich trong trén.
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