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Lêi c¶m ¬n

LuËn v¨n nµy ®­îc hoµn thµnh d­íi sù h­íng dÉn tËn t×nh, nghiªm

kh¾c cña PGS.TS Lª ThÞ Thanh Nhµn. Nh©n dÞp nµy t«i xin ch©n thµnh

bµy tá lßng biÕt ¬n s©u s¾c tíi c«.

T«i xin bµy tá lßng biÕt ¬n tíi GS. TSKH NguyÔn Tù C­êng, PGS. TS

NguyÔn Quèc Th¾ng, PGS.TSKH Phïng Hå H¶i, TS Vò ThÕ Kh«i vµ c¸c

thÇy c« gi¸o Tr­êng §¹i häc s­ ph¹m - §¹i häc Th¸i Nguyªn ®· tËn t×nh

gi¶ng d¹y vµ gióp ®ì t«i trong suèt thêi gian häc tËp t¹i Tr­êng.

T«i còng rÊt biÕt ¬n c¸n bé, Gi¸o viªn tr­êng THPT L­¬ng Ngäc QuyÕn

n¬i t«i ®ang c«ng t¸c, ®· t¹o mäi ®iÒu kiÖn ®Ó t«i hoµn thµnh kÕ ho¹ch

häc tËp cña m×nh.

Cuèi cïng t«i xin bµy tá lßng biÕt ¬n tíi ng­êi th©n, b¹n bÌ ®· lu«n

gióp ®ì, ®éng viªn ®Ó t«i hoµn thµnh c«ng viÖc.
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Lêi nãi ®Çu

Trong suèt luËn v¨n, lu«n gi¶ thiÕt (R,m) lµ vµnh Noether ®Þa ph­¬ng

vµ M lµ R-m«®un h÷u h¹n sinh. Ta lu«n cã dimM ≥ depthM. NÕu

dimM = depthM th× ta nãi M lµ m«®un Cohen-Macaulay. Vµnh R

®­îc gäi lµ vµnh Cohen-Macaulay nÕu nã lµ R-m«®un Cohen-Macaulay.

Líp vµnh vµ m«®un Cohen-Macaulay lµ mét trong nh÷ng líp vµnh vµ

m«®un quan träng nhÊt cña §¹i sè giao ho¸n. Chóng cßn xuÊt hiÖn trong

nhiÒu lÜnh vùc kh¸c cña to¸n häc nh­ §¹i sè tæ hîp, §¹i sè ®ång ®iÒu,

H×nh häc ®¹i sè.

Quü tÝch kh«ng Cohen-Macaulay cña M , kÝ hiÖu bëi nCM(M), ®­îc

x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc

nCM(M) = {p ∈ Spec(R) |Mp kh«ng lµ Cohen-Macaulay}.

NhiÒu nhµ to¸n häc ®· chøng minh tÝnh ®ãng cña quü tÝch kh«ng Cohen-

Macaulay cña c¸c R-m«®un h÷u h¹n sinh khi vµnh c¬ së R lµ vµnh th­¬ng

cña vµnh Gorenstein (ch¼ng h¹n nh­ P. Schenzel [S]). Còng víi gi¶ thiÕt

nµy, n¨m 1991, N. T. C­êng [C] ®· x¸c ®Þnh chiÒu cña nCM(M) th«ng

qua mét bÊt biÕn gäi lµ kiÓu ®a thøc cña M .

GÇn ®©y, n¨m 2010, N. T. C­êng, N. T. K. Nga, L. T. Nhµn [CNN] ®·

m« t¶ quü tÝch kh«ng Cohen-Macaulay cña M th«ng qua c¸c tËp gi¶ gi¸

cña M trong tr­êng hîp tæng qu¸t (kh«ng cÇn bÊt cø ®iÒu kiÖn g× cña R),

trong ®ã tËp gi¶ gi¸ thø i cña M , kÝ hiÖu bëi PsuppRM, ®­îc ®Þnh nghÜa

bëi M. Brodmann vµ R.Y. Sharp [BS1] nh­ sau

PsuppiRM = {p ∈ Spec(R) | H i−dim(R/p)
pRp (Mp) 6= 0}.

Tõ ®ã hä chøng minh tÝnh ®ãng cña nCM(M) d­íi gi¶ thiÕt R lµ vµnh

th­¬ng cña vµnh Cohen-Macaulay (gi¶ thiÕt nµy lµ yÕu h¬n v× mçi vµnh
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Gorenstein lµ vµnh cohen-Macaulay). Quü tÝch kh«ng Cohen-Macaulay

cñaM cßn ®­îc nghiªn cøu trong mèi quan hÖ víi tÝnh catenary cña vµnh

R/AnnR(M), c¸c ®iÒu kiÖn Serre trªn M vµ tÝnh kh«ng trén lÉn cña vµnh

R/p víi p ∈ SuppR(M).

Môc ®Ých chÝnh cña luËn v¨n lµ tr×nh bµy l¹i chi tiÕt c¸c kÕt qu¶ trªn vÒ

quü tÝch kh«ng Cohen-Macaulay nCM(M) vµ c¸c tËp gi¶ gi¸ Psuppi(M)

cña NguyÔn Tù C­êng, Lª Thanh Nhµn vµ NguyÔn ThÞ KiÒu Nga trong

bµi b¸o: On pseudo supports and non-Cohen-Macaulay locus of finitely

generated modules, 323 (2010), 3029-3038. Bªn c¹nh ®ã, luËn v¨n tr×nh

bµy nh÷ng tÝnh chÊt c¬ b¶n nhÊt cña vµnh vµ m«®un Cohen-Macaulay:

chuyÓn qua ®Çy ®ñ, chuyÓn qua ®Þa ph­¬ng hãa, xÐt tÝnh catenary phæ

dông, xÐt tÝnh kh«ng trén lÉn vµ ®Æc tr­ng ®ång ®iÒu.

LuËn v¨n chia lµm 2 ch­¬ng. Ch­¬ng I tr×nh bµy c¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n

vÒ vµnh vµ m«®un Cohen-Macaulay. C¸c nghiªn cøu vÒ quü tÝch kh«ng

Cohen-Macaulay vµ c¸c tËp gi¶ gi¸ cña c¸c m«®un h÷u h¹n sinh ®­îc viÕt

trong Ch­¬ng II.
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Ch­¬ng 1

Vµnh vµ m«®un Cohen-Macaulay

Trong suèt luËn v¨n nµy, cho R lµ mét vµnh giao ho¸n Noether vµ M lµ

R-m«®un h÷u h¹n sinh. §Ó tiÖn theo dâi, tr­íc khi tr×nh bµy kh¸i niÖm

vµnh vµ m«®un Cohen-Macaulay, chóng ta nh¾c l¹i mét sè kh¸i niÖm vµ

tÝnh chÊt vÒ chiÒu vµ ®é s©u.

1.1 ChuÈn bÞ vÒ chiÒu

§Æt AnnRM = {a ∈ R | aM = 0}. Khi ®ã AnnRM lµ i®ªan cña R.

1.1.1 §Þnh nghÜa. Mét d·y p0 ⊂ p1 ⊂ . . . ⊂ pn c¸c i®ªan nguyªn tè

cña R tháa m·n ®iÒu kiÖn pi 6= pi+1 víi mäi i ®­îc gäi lµ mét d·y i®ªan

nguyªn tè ®é dµi n cña R. ChiÒu (Krull) cña vµnh R, kÝ hiÖu lµ dimR, lµ

cËn trªn cña c¸c ®é dµi cña c¸c d·y i®ªan nguyªn tè cña R. ChiÒu (Krull)

cña M , kÝ hiÖu lµ dimM , lµ chiÒu cña vµnh th­¬ng R/AnnRM.

1.1.2 VÝ dô. (i) Trong vµnh Z c¸c sè nguyªn, d·y {0} ⊂ 2Z lµ mét d·y

i®ªan nguyªn tè ®é dµi 1. V× c¸c i®ªan nguyªn tè cña Z lµ {0} vµ c¸c

i®ªan cã d¹ng pZ víi p lµ sè nguyªn tè, nªn cËn trªn cña c¸c ®é dµi cña

c¸c d·y i®ªan nguyªn tè trong Z lµ 1. V× thÕ dimZ = 1.

(ii) XÐt vµnh Z6. Vµnh nµy cã 2 i®ªan nguyªn tè lµ 3Z6 vµ 2Z6. Do ®ã

dimZ6 = 0.
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Mét trong nh÷ng ph­¬ng ph¸p tÝnh chiÒu cña c¸c m«®un h÷u h¹n sinh

trªn vµnh Noether lµ th«ng qua chiÒu cña c¸c i®ªan nguyªn tè liªn kÕt,

®­îc nªu trong bæ ®Ò sau ®©y. Nh¾c l¹i r»ng mét i®ªan nguyªn tè p cña R

®­îc gäi lµ mét i®ªan nguyªn tè liªn kÕt cña M nÕu tån t¹i 0 6= x ∈ M
sao cho p = AnnR x. TËp c¸c i®ªan nguyªn tè liªn kÕt cña M ®­îc kÝ

hiÖu lµ AssRM. Gi¸ cña M , kÝ hiÖu lµ SuppM , ®­îc cho bëi c«ng thøc

SuppM = {p ∈ Spec(R) |Mp 6= 0}.

1.1.3 Bæ ®Ò. TËp c¸c i®ªan nguyªn tè liªn kÕt tèi thiÓu cña M chÝnh lµ

tËp c¸c i®ªan nguyªn tè tèi thiÓu chøa AnnRM. §Æc biÖt ta cã

dimM = max{dim(R/p) | p ∈ AssRM}.

Chøng minh. V× M h÷u h¹n sinh nªn SuppM = Var(AnnRM). Do ®ã

min SuppM = min Var(AnnRM). Theo [Mat, §Þnh lÝ 6.5(iii)] ta cã

min AssM = min SuppM. Do ®ã min AssM = min Var(AnnRM).

MÖnh ®Ò sau ®©y cho ta c«ng thøc tÝnh chiÒu cña vµnh ®a thøc (xem

[Mat, §Þnh lÝ 15.4]).

1.1.4 MÖnh ®Ò. dimR[x1, . . . , xn] = n+ dimR.

§Æt R[[x]] =
{ ∞∑

i=0

aix
i | ai ∈ R, ∀i

}
. Mçi phÇn tö cña R[[x]]

®­îc gäi lµ mét chuçi lòy thõa h×nh thøc cña biÕn x víi hÖ sè trong R.

§Þnh nghÜa phÐp céng
∞∑
i=0

aix
i +

∞∑
i=0

bix
i =

∞∑
i=0

(ai + bi)x
i vµ phÐp nh©n

∞∑
i=0

aix
i
∞∑
j=0

bjx
j =

∞∑
k=0

ckx
k, trong ®ã ck =

∑
i+j=k

aibj. Khi ®ã R[[x]] lµ

mét vµnh giao ho¸n Noether, ®­îc gäi lµ vµnh c¸c chuçi lòy thõa h×nh

thøc cña biÕn x trªn R. Khi (R,m) lµ vµnh ®Þa ph­¬ng víi i®ªan tèi ®¹i
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duy nhÊt m th× R[[x]] còng lµ vµnh ®Þa ph­¬ng víi i®ªan tèi ®¹i duy nhÊt

n =
{ ∞∑

i=0

aix
i ∈ R[[x]], a0 ∈ m

}
.

Vµnh chuçi lòy thõa h×nh thøc n biÕn x1, . . . , xn víi hÖ sè trªn R, kÝ hiÖu

lµ R[[x1, . . . , xn]], ®­îc ®Þnh nghÜa t­¬ng tù.

MÖnh ®Ò sau ®©y cho phÐp ta tÝnh ®­îc chiÒu cña vµnh c¸c chuçi lòy

thõa h×nh thøc (xem [Mat, §Þnh lÝ 15.4]).

1.1.5 MÖnh ®Ò. dimR[[x1, . . . , xn]] = n+ dimR.

1.1.6 VÝ dô. (i) TÝnh chiÒu cña vµnh Z[x, y, z]/I víi I = (x2, y)∩(z3). §Æt

R = Z[x, y, z]. Ta cã dimR = 3 + dimZ = 4. Chó ý r»ng AssR(R/I) =

{(x, y), (z)}. Suy ra

dim(R/I) = max{dim(R/(x, y)), dim(R/(z))} = 3.

(ii) Tinh chiÒu cña vµnh R[[x, y, z, t]]/J víi J = (x, y2, z)∩ (y, z3, t5).

§ÆtR = R[[x, y, z, t]].Khi ®ã dimR = 4+dimR = 4. Ta cã AssR(R/J) =

{(x, y, z), (y, z, t)}. Suy ra

dim(R/J) = max{dimR/(x, y, z), dim(R/(y, z, t)} = 1.

1.1.7 §Þnh nghÜa. Vµnh Noether R ®­îc gäi lµ vµnh ®Þa ph­¬ng nÕu nã

cã duy nhÊt mét i®ªan tèi ®¹i.

Tõ nay vÒ sau, lu«n gi¶ thiÕt (R,m) lµ vµnh ®Þa ph­¬ng víi m lµ i®ªan

tèi ®¹i duy nhÊt vµ M lµ R-m«®un h÷u h¹n sinh víi dimM = d.

1.1.8 §Þnh nghÜa. Mét i®ªan I cña R ®­îc gäi lµ i®ªan nguyªn s¬ nÕu

I 6= R vµ tõ ®iÒu kiÖn xy ∈ I kÐo theo x ∈ I hoÆc tån t¹i sè n > 0 sao

cho yn ∈ I víi x, y ∈ R. Gi¶ sö I lµ mét i®ªan nguyªn s¬ cña R. Khi ®ã

tËp
√
I = {x ∈ R | ∃n ∈ N ®Ó xn ∈ I} lµ mét i®ªan nguyªn tè p cña R,

trong tr­êng hîp nµy ta gäi I lµ i®ªan p-nguyªn s¬.
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§Þnh lÝ sau ®©y, gäi lµ §Þnh lÝ ®a thøc Hilbert - Samuel , cho ta 2 bÊt

biÕn t­¬ng ®­¬ng víi chiÒu.

1.1.9 §Þnh lý. ([Mat, §Þnh lÝ 13.4]). Cho q lµ mét i®ªan m-nguyªn s¬. Khi

®ã, `(M/qnM) lµ mét ®a thøc víi hÖ sè h÷u tû khi n ®ñ lín vµ

dimM = deg `(M/qnM)

= inf
{
t | ∃x1, . . . , xt ∈ m, `(M/(x1, . . . , xt)M) <∞

}
.

1.1.10 NhËn xÐt. V× R lµ vµnh Noether nªn m lµ h÷u h¹n sinh. Do ®ã

tån t¹i h÷u h¹n phÇn tö x1, . . . , xt ∈ m sao cho m = (x1, . . . , xt)R. V×

`(M/mM) < ∞ nªn `(M/(x1, . . . , xt)M) < ∞. Do ®ã theo §Þnh lÝ ®a

thøc Hilbert - Samuel ta suy ra dimM <∞.

1.1.11 HÖ qu¶. dim(M/(x1, . . . , xr)M) ≥ d− r, ∀x1, . . . , xr ∈ m.

Chøng minh. B»ng quy n¹p ta chØ cÇn chøng minh cho tr­êng hîp r = 1.

Cho x ∈ m. Gi¶ sö dim(M/xM) = k < d − 1. §Æt M1 = M/xM.

Theo §Þnh lÝ ®a thøc Hilbert - Samuel, tån t¹i x1, . . . , xk ∈ m sao cho

`(M1/(x1, . . . , xk)M1) < ∞. Do ®ã `(M/(x, x1, . . . , xk)M) < ∞. Theo
§Þnh lÝ ®a thøc Hilbert - Samuel, d = dimM 6 k + 1. Do ®ã d− 1 6 k,

v« lÝ.

1.1.12 §Þnh nghÜa. Mét hÖ (x1, . . . , xd) ⊆ m ®­îc gäi lµ mét hÖ tham

sè cña M nÕu `(M/(x1, . . . , xd)M) < ∞. Mét hÖ (x1, . . . , xr) ⊆ m víi

r 6 d, ®­îc gäi lµ mét phÇn hÖ tham sè cña M nÕu

dim(M/(x1, . . . , xr)M) = d− r.

Mét d·y (xn) ⊆ R ®­îc gäi lµ mét d·y Cauchy theo t«p« m-adic nÕu

víi mçi k ∈ N cho tr­íc, tån t¹i sè tù nhiªn n0 sao cho xn − xm ∈ mk

víi mäi n,m ≥ n0. D·y (xn) ⊆ R ®­îc gäi lµ d·y kh«ng nÕu víi mçi
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k ∈ N cho tr­íc, tån t¹i sè n0 sao cho xn ∈ mk víi mäi n ≥ n0. Ta trang

bÞ quan hÖ t­¬ng ®­¬ng trªn tËp c¸c d·y Cauchy nh­ sau: Hai d·y Cauchy

(xn), (yn) ®­îc gäi lµ t­¬ng ®­¬ng nÕu d·y (xn − yn) lµ d·y kh«ng. KÝ

hiÖu R̂ lµ tËp c¸c líp t­¬ng ®­¬ng. Chó ý r»ng quy t¾c céng (xn)+(yn) =

(xn + yn) vµ quy t¾c nh©n (xn)(yn) = (xnyn) kh«ng phô thuéc vµo c¸ch

chän c¸c ®¹i diÖn cña c¸c líp t­¬ng ®­¬ng. V× thÕ nã lµ c¸c phÐp to¸n

trªn R̂ vµ cïng víi hai phÐp to¸n nµy, R̂ lµm thµnh mét vµnh Noether ®Þa

ph­¬ng víi i®ean tèi ®¹i duy nhÊt lµ mR̂. Vµnh R̂ võa x©y dùng ®­îc gäi

lµ vµnh ®Çy ®ñ theo t«p« m-adic cña R.

Mét d·y (zn) ⊆ M ®­îc gäi lµ d·y Cauchy theo t«p« m-adic nÕu víi

mçi k ∈ N cho tr­íc, tån t¹i n0 sao cho zn − zm ∈ mkM. Tõ kh¸i niÖm

d·y Cauchy nh­ trªn, t­¬ng tù ta ®Þnh nghÜa ®­îc kh¸i niÖm m«®un ®Çy

®ñ theo t«p« m-adic trªn vµnh R̂. M«®un nµy ®­îc kÝ hiÖu lµ M̂.

1.1.13 VÝ dô. Cho K lµ mét tr­êng, K[x1, . . . , xn] lµ vµnh ®a thøc n biÕn

trªn K. Vµnh S = K[x1, . . . , xn] kh«ng lµ vµnh ®Þa ph­¬ng. DÔ thÊy

P = (x1, . . . xn)S lµ i®ªan cùc ®¹i cña S. Do ®ã vµnh ®Þa ph­¬ng hãa

R = SP lµ vµnh ®Þa ph­¬ng víi i®ªan tèi ®¹i lµ m = (x1, . . . xn)R. Ng­êi

ta cã thÓ kiÓm tra ®­îc vµnh ®Çy ®ñ m-adic cña R chÝnh lµK[[x1, . . . , xn]].

KÕt qu¶ sau ®©y kh¼ng ®Þnh r»ng chiÒu cña mét m«®un lµ kh«ng ®æi

khi chuyÓn qua ®Çy ®ñ m-adic (xem [Mat, §Þnh lÝ 15.1(ii)]).

1.1.14 Bæ ®Ò. dimM = dim(M̂).

1.2 ChuÈn bÞ vÒ d·y chÝnh quy vµ ®é s©u

1.2.1 §Þnh nghÜa. (i) Mét d·y c¸c phÇn tö x1, . . . , xt cña R ®­îc gäi lµ

mét M -d·y chÝnh quy ®é dµi t nÕu (x1, . . . , xt)M 6= M vµ xi kh«ng lµ

­íc cña kh«ng ®èi víi m«®un th­¬ng M/(x1, . . . , xt)M víi mäi i.
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