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Mé& dau

Bai toan tim diém bat dong ctia 4nh xa khong gidn trong khong gian
Hilbert hay Banach 14 mot van dé 16n dugc rat nhiéu cac nha toan hoc trén
thé gidi quan tam.

Muc dich chinh ctia luan van 14 tim hiéu van dung phuong phap Halpern
tim diem bat dong ctia anh xa khong gian trong khong gian Hilbert. B6 cuc
luan van gom 02 chuong :

Chuong I: Cac khai niém co ban

Trong chuong nay gi6i thieu mot s6 kién thiic co ban vé khong gian Hilbert,
phuong phap lap Solodov - Svaiter giai phuong trinh 0 € T'x.

Chuong I1: Phuong phap Halpern va md rong
Chuong nay gom 3 phan:

+ Phuong phap Halpern tim diém bat dong ctia anh xa khong gian.

+ Phuong phap xap xi mém.

-+ Phuong phap Halpern cai bién.

Do thoi gian ¢6 han nén luan van mdéi chi dung lai & viéc tim hiéu, tap
hop tai liéu, sap xép va trinh bay cac két qua nghién ctu da c6 theo chu de
dat ra. Trong qua trinh lam ludn van cling nhu trong qua trinh st 1y van
ban chic chan khong thé tranh khéi sai s6t, Toi rat mong nhan duge nhitng

v kién déng gop ctia Thay co va ban doc.



Mot s6 ky hiéu va chw viét tat

R" khong gian Euclide n-chiéu
8] tri tuyet doi ciia s6 thuc
r:=y x dugc dinh nghia bang y
YV vl moi x

Jx ton tai x

I anh xa dong nhat

A C B tap A la tap con thuc su cua tap B
ACB tap Alatap con cua tap B
AUB A hgp véi B

ANB A giao v6i B

A x B tich Dé-cac ciia hai tap A va B
convD bao 16i clia tap D

oF — 2z day {z"} hoi tu manh t6i z

oF — 2 day {2*} hoi tu yéu t6i x

A* toan tit lién hop cua toan tit A
D(A)  mién x4c dinh ctia toan tir A
R(A)  mién gia tri clia toan tit A



Chuong 1

Mot so khai niém co ban

Trong chuong nay, ching toi dé cap dén cic van dé sau. Trong muc 1.1,
ching to6i gidi thieu mot s6 khai niém va kién thic lien quan dén khong gian
Hilbert. Trong muc 1.2, chung toi trinh bay mot sb tinh chat ctia toan tit. Muc
1.3 duge ding dé trinh bay bai toan tim diém bat dong. Muc 1.4 dudc dung
dé trinh bay phuong phép lap Solodov-Svaiter giai phuong trinh 0 € Tx.

1.1. Mot s6 khai niém ctia khéong gian Hilbert

Cac khai niem va két qua trong phan nay dudc tham khdo trong tai liéu
[1] va [2].
1.1.1. Dinh nghia khéng gian Hilbert

Cho X 1a mot khong gian tuyén tinh trén R. Mot tich vo hudng trong X

la mot anh xa (.,.) : X x X — R théa man cac diéu kién sau:

i) (z,x) >0, Ve #0; (r,x) =0« x = 0;

iii) (o, y) = a(r,y), Yo,y € X, Va € R;

iv) (x+y,2) = (x,2) +(y,2), V&,y,2 € X.

Khong gian tuyén tinh X cung véi tich vo hudng (.,.) dugc goi 1a khong
gian tien Hilbert. Khong gian tien Hilbert day du dugc goi 1a khong gian
Hilbert. Chuan ctia phan tit x dude ki hieu 1a ||z|| v& duge xac dinh bing

[zl = v/, ).

Céc khong gian R", L*[a, b] 14 cac khong gian Hilbert véi tich vo huéng duge
xac dinh tuong tng la:



(w,y) = & v = (&, &) € Ry = (1,0, ... 1) € R

=1 b
(o, ) = / o(@)i(@)de, o, ¢ € La b,

1.1.2. Mot s6 khai niém co ban

e Cho X 1a mot khong gian Hilbert, mot day {z,} gom cac phan ti x, € X
goi 1a hoi tu manh t6i phan tit cia x € X néu ||z, — x|| — 0 khi n — .
Néu {z,} hoi tu manh t6i z € X thi:

(i) Moi day con {z,,} C {z,} ctng hdi tu tdi z;

(ii) Mo6i day {||x, — ]|} bi chan, € € X.

e Day {z,} C X dugc goi la du hay Cauchy, néu v6i mdi € > 0, ton tai
no(e) sao cho: ||x, —x,|| < e v6i moi m > ng(e), n > ng(e).

e Toan tit A : X — R dugc goi 1a tuyén tinh néu:

(i) A(xy + x9) = Axy + Axy Yy, 29 € X

(i)A(ax) = alAz, VaeR, ze€ X,

e Toan ti tuyén tinh A dugdc goi 1a bi chén, néu ton tai mot hang s6 M > 0
sao cho ||Az|| < M||x||. Gia tri hing s6 M nhoé nhéat théa man bat dang thic
do6 duge goi 1a chuan ctia A va ky hieu 1a || A]|.

Meénh dé 1.1. Cho X la mot khong gian Hilbert va zo € X la mot phan ti
tuy y. Khi dé ton tai mot ham tuyén tinh o : X — R sao cho ||p|| = 1 va
p(xo) = ||zol|-

e Tap hop tat ca cac phiém ham tuyén tinh lién tuc trén X goi 1a khong
gian lién hgp (hay khong gian déi ngau ciia X) va duge ky hieu la X*.

e Day {z,} gom céc phan tit 2, € X duge goi 1a hoi tu yéu t6i phan ti
r e X (viet tat 1a z, — x) néu (¢, x,,) — (¢, x) v6i mdi ¢ € X*.

e Cho X la khong gian Hilbert, va C la tap con cia X. Mot anh xa
T :C — X dudc goi la d-compact, néu n6é théoa man tinh chat véi mai day

{z,} bi chan trong X va {Tx, — x,} hoi tu manh thi ton tai mot day con



{z,, } cta {x,} cing hoi tu manh.
o T dugc goi la d- déng tai diem p néu {x,} € D(T) sao cho {x,} hdi tu
yéu t6i x € D(T) va {T(x,)} hoi tu manh dén p thi T(x) = p.
Dinh nghia 1.1 Néu day {z,} hoi tu yéu t6i x € X thi day {||x,||} 1a bi
chan.
e Cho X la mot khong gian Hilbert, M 1a mot tap con khac rong ctia X.
(i) M dugc goi 1a 16i néu véi moi x,y € M, 0 < X <1 ta co:

A+ (1= Ny € M;

(i) M duge goi 1a compact néu moi day {z,} € M deéu chita day con hoi
tu t6i mot diém thuoc M.

e Moi tap con déng bi chan M cta mot khong gian Hilbert 1a compact
yéu, tic 14 véi mdi day bi chin trong M c6 theé trich ra dugc mot day con
hoi tu yéu t6i mot phan ti clia khong gian nay.

e Tap M C X dugc goi la tap dong yéu, néu {z,} — z, thi z € M.
Dinh 1y 1.1. (Mazur)

Moi tap con loi dong ciia mot khong gian Hilbert la dong yéu.

Dinh nghia 1.2. Mot phiém ham ¢ xac dinh tréen X dugc goi 1a 161, néu

p(tz+ (1 = t)y) < tp(z) + (1 —)e(y)
véi moi x,y € X, t € [0,1]. Néu dau "=" xdy ra chi khi x = y, thi ¢ dugc
goi 1a 10i chit.

e Néu ton tai mot ham lien tuc tang v : [0; +00) — R, v(0) = 0 sao cho:

p(tr + (1 —t)y) <to(z) + (1 =t)py) — t(1 = t)y(llz —yll)

véi moi x,y € X thi ¢ dugce goi 14 161 déu va ham ~(¢) goi 1a modul 16i clia
©.

o Néu y(t) = ct?> (c > 0) thi phiém ham ¢ dugc goi 1a 16i manh.
Dinh nghia 1.3. Mot phiém ham ¢ dugce goi 1a niia lién tuc dudi tai xy € X,
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néu véi moi day {z,} € X sao cho z,, — ¢ ta co:

©(xo) < liminf (z,).

n—oo
Neu x,, — x¢ va

() < liminf p(x,),

n—oo
thi ¢ dugce goi 1a nita lién tuc yéu tai x.
Dinh 1y 1.2. Cho mét phiém ham ¢ : X — R. Ta néi rang @ khd vi theo

hudong h tai mot diém v € X néu gi0t han
th) —
ol th) — (1)

t—0

= V'(x,h). (1.1)

Néu gi6i han trong (1.1) tuyén tinh lien tuc theo h, tic 1a V/(x, h) = A(x)h
thi A(z) duge goi la vi phan Gateaux ciia o tai diém z vd duge ki hieu 1

().
Trong dinh nghia (1.1) néu ton tai toan tit A : X — X* sao cho:

V'(z,h) = (Ax,h),Vz, h € X,
thi toan ti A dugc goi 1a Gradient ciia ham ¢ va ky hiéu ¢’ hay gradyp.

Dinh 1y 1.3.
(i) Néu o(x) la mot phiém ham 16i trén X thi ©'(x) théa man bat dang
thic sau:
(¢'(x) = ' () —y) 20, Vo,y € X;

(ii) Néu o(x) la mot phiém ham 101 déu tréen X thi:
(@'(@) = (W) —y) > 29([lx —yll), Yo,y € X;
(iii) Néu o(x) la mot phiém ham 101 manh tréen X thi:
(¢'(@) = ¢'(y).x —y) > 2z —yl*, Yo,y € X.

Dinh 1y 1.4.
(i) Néu p(x) la mot phiém ham loi trén X thi @' (x) théa man bat ding
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