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Më ®Çu

Lý thuyÕt gi¶i ph¬ng tr×nh ®¹i sè cã lÞch sö tõ rÊt l©u ®êi. Tõ tríc c«ng

nguyªn, c¸ch gi¶i ph¬ng tr×nh ®a thøc bËc 2 ®· ®îc biÕt ®Õn trong c¸c nÒn

to¸n häc cæ cña ngêi Ai CËp, ngêi Babylon, ngêi Hy L¹p. §Õn thÕ kû 16,

loµi ngêi ®· ®¹t ®îc nh÷ng thµnh tùu lín trong lÞch sö gi¶i ph¬ng tr×nh

®a thøc bëi nh÷ng ®ãng gãp cña c¸c nhµ to¸n häc La M· nh Scipione del

Ferro (1465-1526), Tartaglia (1500-1557), Girolamo Cardano (1501-1576),

Ludovico Ferrari (1525-1565). Nh÷ng nhµ to¸n häc nµy ®· t×m ra lêi gi¶i

ph¬ng tr×nh ®a thøc bËc 3, 4 b»ng c¨n thøc, tøc lµ ®a ra c«ng thøc tÝnh

nghiÖm theo c¸c hÖ sè cña ®a thøc th«ng qua c¸c phÐp to¸n céng, trõ, nh©n,

chia, khai c¨n. §Çu thÕ kØ 19, Ruffini (1765-1822) mét nhµ to¸n häc,vËt lÝ

ngêi ý, ®· chøng minh tÝnh kh«ng gi¶i ®îc b»ng c¨n thøc cña mét ph¬ng

tr×nh bËc lín h¬n 4, nhng vÉn cßn lç hæng trong chøng minh nµy. §éc lËp

víi Ruffini, nhµ to¸n häc ngêi Nauy, Niels Henrik Abel (1802-1829), ®·

chØ ra r»ng kh«ng thÓ gi¶i ®îc ph¬ng tr×nh tæng qu¸t bËc lín h¬n 4 b»ng

c¨n thøc. Thõa hëng nh÷ng thµnh tùu cña Abel, nhµ to¸n häc Ph¸p thiªn tµi

Evariste Galois (1811-1832) ®· ®Ó l¹i cho thÕ giíi to¸n häc mét trong nh÷ng

lý thuyÕt ®Ñp ®Ï nhÊt, trong ®ã cã lêi gi¶i hoµn h¶o cho bµi to¸n næi tiÕng vÒ

tÝnh gi¶i ®îc b»ng c¨n thøc cña ph¬ng tr×nh ®a thøc.

Môc ®Ých cña luËn v¨n lµ tr×nh bµy nh÷ng thµnh tùu trong lÞch sö gi¶i

ph¬ng tr×nh ®a thøc. Tµi liÖu tham kh¶o chñ yÕu lµ 2 cuèn s¸ch "Galois

Theory" cña J. P. Escofier (Springer, 2004) vµ cña J. Rotman (Springer, 2001).

Chóng t«i cho r»ng, luËn v¨n nµy ®· ph¸c häa kh¸ chi tiÕt vÒ lÞch sö gi¶i

ph¬ng tr×nh ®a thøc, trong ®ã chøa ®ùng nh÷ng th«ng tin quan träng kh«ng

thÓ t×m thÊy ë bÊt cø tµi liÖu tiÕng ViÖt nµo.

LuËn v¨n gåm 3 ch¬ng. Ch¬ng 1 ®Ò cËp ®Õn mét sè vÊn ®Ò vÒ nghiÖm

cña ph¬ng tr×nh nh: xÊp xØ nghiÖm, liªn hÖ víi h×nh häc vµ lîng gi¸c,

khã kh¨n vÒ kÝ hiÖu vµ thuËt ng÷, sù tån t¹i nghiÖm vµ s¬ lîc tiÕn tr×nh
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gi¶i ph¬ng tr×nh ®¹i sè. Ch¬ng 2 tr×nh bµy lÞch sö gi¶i ph¬ng tr×nh bËc

2, 3, 4 cña ngêi Babylon, ngêi ¶ RËp, ngêi Ên §é, ngêi Hy L¹p, cña c¸c

nhµ to¸n häc Omar Khayyam, Ferro, Tartaglia, Cardano, Ferrari, Descartes

vµ nh÷ng ®ãng gãp cña Raffaele Bombeli vµo c¸c tÝnh to¸n víi sè phøc.

Ch¬ng 3 tr×nh bµy c¸c kiÕn thøc vÒ më réng trêng, më réng c¨n, nhãm

gi¶i ®îc, nhãm Galois, kh¸i niÖm ®a thøc gi¶i ®îc b»ng c¨n thøc vµ chøng

minh tÝnh gi¶i ®îc b»ng c¨n thøc cña c¸c ph¬ng tr×nh bËc 1, 2, 3, 4. PhÇn

tiÕp theo cña Ch¬ng 3 tr×nh bµy §Þnh lý lín cña Galois, cho sù t¬ng ®¬ng

gi÷a tÝnh gi¶i ®îc b»ng c¨n thøc cña mét ®a thøc, tÝnh gi¶i ®îc cña nhãm

Galois cña nã, vµ ®iÒu kiÖn ®Ó trêng ph©n r· chøa trong mét më réng c¨n.

§©y lµ mét trong nh÷ng kÕt qu¶ hoµn h¶o vµ trän vÑn nhÊt cho bµi to¸n gi¶i

ph¬ng tr×nh ®¹i sè. PhÇn cuèi Ch¬ng 3 lµ nh÷ng ¸p dông cña §Þnh lÝ lín

cña Galois ®Ó chøng minh mét sè ph¬ng tr×nh bËc 5 cô thÓ kh«ng gi¶i ®îc

b»ng c¨n thøc.
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Ch¬ng 1

Mét sè vÊn ®Ò trong lÞch sö gi¶i ph¬ng
tr×nh ®a thøc

1.1 Mét sè vÊn ®Ò vÒ nghiÖm cña ph¬ng tr×nh

1.1.1. VÊn ®Ò xÊp xØ nghiÖm

Kho¶ng nh÷ng n¨m 1600 tríc c«ng nguyªn, ngêi Babylon ®· cã thÓ

®a ra gi¸ trÞ xÊp xØ cùc k× chÝnh x¸c cho c¸c c¨n bËc hai. Ch¼ng h¹n, hä ®·

tÝnh ®îc gi¸ trÞ xÊp xØ cña
√

2 víi mét sai sè chØ lµ 10−6. Trong hÖ thèng

ghi c¬ sè 60, sè nµy ®îc viÕt 1.24.51.10, nghÜa lµ
√

2 ®îc xÊp xØ bëi gi¸

trÞ

1 +
24

60
+

51

602
+

10

603
= 1, 41421296...

Sau ®ã, vµo kho¶ng n¨m 200 sau c«ng nguyªn, Heron (nhµ to¸n häc Hy L¹p)

®· tãm lîc ph¬ng ph¸p xÊp xØ c¨n bËc hai b»ng viÖc dïng d·y un+1 =
1

2

(
un +

a

un

)
.

Chóng ta kh«ng thÓ tr×nh bµy ë ®©y mét c¸ch ®Çy ®ñ qu¸ tr×nh xÊp xØ

nghiÖm cña ®a thøc ph¸t triÓn bëi c¸c nhµ to¸n häc Trung Quèc vµ ¶ RËp.

Ngêi Trung Quèc ®· cã thÓ tÝnh ®îc gi¸ trÞ xÊp xØ cña c¨n bËc ba tõ nh÷ng

n¨m 50 tríc c«ng nguyªn. Cßn ph¬ng ph¸p tuyÕn tÝnh ho¸ ph¸t triÓn bëi

Isaac Newton (1642-1727) b»ng viÖc dïng d·y un+1 = un − f(un)
f ′(un)

®· ®îc

biÕt ®Õn bëi Sharaf ad Din (sinh n¨m 1201), mét nhµ to¸n häc ngêi ¶ RËp.

N¨m 1225, Leonard Pisa ®· ®a ra gi¸ trÞ xÊp xØ cho nghiÖm d¬ng

5
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cña ph¬ng tr×nh x3 + 2x2 + 10x = 20 trong hÖ thèng ghi c¬ sè 60 lµ

1.22.7.42.33.40. Sai sè cña gi¸ trÞ xÊp xØ nµy chØ lµ 10−10, cho ®Õn nay

chóng ta vÉn kh«ng biÕt t¹i sao «ng l¹i cã thÓ lµm ®îc ®iÒu phi thêng nh

vËy.

1.1.2. Liªn hÖ víi h×nh häc vµ lîng gi¸c

Ngêi Hy L¹p cæ ®· cã thÓ dùng h×nh c¸c nghiÖm d¬ng cña ph¬ng

tr×nh bËc hai b»ng c¸ch coi nã lµ giao cña c¸c ®êng th¼ng vµ c¸c ®êng

trßn, nhng hä ®· kh«ng thiÕt lËp ®îc c«ng thøc nghiÖm theo nghÜa ®¹i sè

cho bµi to¸n nµy. §èi víi ph¬ng tr×nh bËc ba, ngêi ta ®· dïng c¸c ®êng

conic (ch¼ng h¹n nh c¸ch mµ Omar Khayyam - nhµ to¸n häc Iran ®· lµm

kho¶ng nh÷ng n¨m 1100), nhng cã lÏ ph¬ng ph¸p nµy ®· ®îc Archimedes

biÕt ®Õn (kho¶ng n¨m 287-212 tríc c«ng nguyªn).

Trong cuèn s¸ch H×nh häc cña RenÐ Descartes (1596-1650) - nhµ to¸n

häc Ph¸p, «ng ®· cho nh÷ng mèi liªn hÖ gi÷a c¸c nghiÖm cña ph¬ng tr×nh

®¹i sè víi c¸c giao ®iÓm cña c¸c ®êng cong ®¹i sè. Ph¸t hiÖn nµy cña «ng

lµ mét trong nh÷ng xuÊt ph¸t ®iÓm quan träng nhÊt cña H×nh häc §¹i sè.

§èi víi bµi to¸n chia ®êng trßn thµnh n phÇn b»ng nhau - mét chñ ®Ò

lín ®îc quan t©m nghiªn cøu, ngêi ¶ RËp ®· ph¸t hiÖn ra r»ng viÖc dùng

mét ®a gi¸c ®Òu 9 c¹nh cã mèi quan hÖ víi viÖc gi¶i mét ph¬ng tr×nh bËc

3. Sau ®ã Francois ViÌte (1540-1603) - nhµ to¸n häc Ph¸p ®· miªu t¶ mèi

quan hÖ gi÷a bµi to¸n chia ba mét gãc vµ nghiÖm cña mét ph¬ng tr×nh bËc

ba. ViÌte còng ®a ra biÓu diÔn cña sinnϕ vµ cosnϕ nh c¸c hµm cña sinϕ

vµ cosϕ. N¨m 1837, Laurent Wantzel (1814-1848) - mét nhµ to¸n häc Ph¸p

®· chØ ra r»ng kh«ng thÓ chia 3 mét gãc bÊt k× b»ng thíc kÎ vµ compa (bµi

to¸n nµy ®îc ®Æt ra bëi ngêi Hy L¹p). Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

®· ®a ra lêi gi¶i ®¹i sè cho bµi to¸n chia ®êng trßn thµnh p phÇn b»ng nhau

víi p lµ mét sè nguyªn tè Fermat. C¸c kÕt qu¶ nµy cña «ng ®· ®îc tr×nh

bµy trong Ch¬ng 7 cña cuèn s¸ch Disquisitiones arithmetiae xuÊt b¶n n¨m

1801, trong ®ã cã chøa nh÷ng ý tëng liªn quan ®Õn nh÷ng thµnh tùu sau
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nµy cña Niels Henrik Abel vµ Evariste Galois.

1.1.3. Nh÷ng khã kh¨n vÒ kÝ hiÖu vµ thuËt ng÷

Tríc thÕ kû 17, to¸n häc thêng kh«ng sö dông bÊt cø mét ký hiÖu ®Æc

biÖt nµo, ®iÒu nµy g©y khã kh¨n cho sù ph¸t triÓn nh÷ng ph¬ng ph¸p ®¹i

sè. Ký hiÖu hiÖn ®¹i Ýt nhiÒu ®îc ph¸t triÓn bëi RenÐ Descartes, ngêi ®·

dông chóng trong cuèn s¸ch H×nh häc cña m×nh.

Trong cuèn ZÐtÐtiques cña ViÌte xuÊt b¶n n¨m 1591, tõ tiÕng Hy L¹p

ςητειν cã nghÜa lµ "nghiªn cøu", biÓu thøc

F.H + F.B

D + F
= E

®· ®îc «ng viÕt lµ: 
F in H

+F in B

D + F

æquabitur E.

ViÌte ®· dïng kÝ hiÖu rÊt phøc t¹p cho lòy thõa cña Èn sè: «ng viÕt "A

quadratum" cho A2, "A cubus" cho A3, "A quadrato-quadratum" cho A4 vµ

"A protestas", "A planum" cho Am, An. §Ó chØ bËc cña hÖ sè F , «ng viÕt

"F planum" cho F lµ hÖ sè cña lòy thõa bËc 2, "F solidum" cho F lµ hÖ sè

cña lòy thõa bËc 3 v.v. Ch¼ng h¹n, cho ph¬ng tr×nh bËc hai tæng qu¸t Èn A,

gi¶ sö gi÷a biÕn sè A vµ c¸c hÖ sè B,C,D cã sù ®ång nhÊt vÒ bËc, ViÌte ®·

viÕt :

”B in A quadratum plus D plano in A æquari Z solido.”

cã nghÜa lµ BA2 + DA = Z. §ãng gãp lín nhÊt cña ViÌte lµ t¹o ra mét hÖ

thèng tÝnh to¸n víi c¸c ch÷ c¸i ®îc dïng ®Ó biÓu thÞ cho c¸c ®¹i lîng ®·

biÕt hoÆc c¸c Èn sè cÇn t×m. ý tëng nµy t¹o ra sù chuyÓn biÕn s©u s¾c trong

ph¬ng ph¸p vµ quan niÖm cña ®¹i sè; thay v× chØ lµm viÖc trªn c¸c vÝ dô

b»ng sè, ngêi ta cã thÓ xem xÐt c¸c trêng hîp tæng qu¸t. Ch¾c ch¾n, c¸c

ch÷ c¸i ®· ®îc sö dông tríc ViÌte, nhng nã kh«ng biÓu thÞ b¶n chÊt c¸c
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tÝnh to¸n: ch¼ng h¹n, hä dïng ch÷ c¸i a ®Ó biÓu thÞ cho ®¹i lîng nµy, nhng

l¹i dïng c¸c ch÷ c¸i kh¸c ®Ó biÓu thÞ gi¸ trÞ b×nh ph¬ng, lòy thõa 3 vµ c¸c

lòy thõa tiÕp theo cña a, lÏ ra hä ph¶i sö dông c¸c kÝ hiÖu liªn quan ®Õn a

®Ó biÓu thÞ chóng.

C¸c sè thËp ph©n ®îc giíi thiÖu bëi Al Uqlidisi, mét nhµ to¸n häc¶ RËp,

trong cuèn H×nh häc Euclid kho¶ng vµo n¨m 950. Sè thËp ph©n còng ®îc

biÕt th«ng qua c¸c c«ng viÖc cña Al Kashi ( kho¶ng 1380- 1429) n¨m 1427,

ViÌte n¨m 1579, Simon Stevin (1548- 1620) n¨m 1585. ViÖc sö dông mét

dÊu chÊm ®Ó c¸ch li phÇn nguyªn víi phÇn thËp ph©n cña mét sè thËp ph©n

®· ®îc phæ biÕn bíi John Neper (1550-1617), nhng ngêi Ph¸p l¹i dïng

dÊu phÈy thay cho dÊu chÊm. Tuy vËy, mét thêi gian dµi sau khi ®· giíi thiÖu

c¸ch dïng dÊu chÊm ®Ó viÕt c¸c sè thËp ph©n, ngêi ta vÉn viÕt sè thËp ph©n

díi d¹ng mét sè nguyªn theo sau lµ mét ph©n sè, ch¼ng h¹n sè 11, 224176

®îc viÕt lµ 11
224176

1000000
.

DÊu + vµ − ®· ®îc sö dông vµo kho¶ng n¨m 1480, nhng m·i ®Õn ®Çu

thÕ kû 17 míi ®îc dïng phæ biÕn. PhÐp nh©n ®· ®îc Michael Stifel (1486-

1567) viÕt lµM (1545)vµ ViÌte (1591) viÕt lµ in. Víi ký hiÖu phÐp nh©n hiÖn

nay, dÊu × ®îc giíi thiÖu bëi William Oughtred (1574- 1660) n¨m 1637 vµ

dÊu chÊm ®îc giíi thiÖu bëi Wilhelm Leibniz (1646- 1716) n¨m 1698.

§èi víi c¸c lòy thõa, n¨m 1484 Nicolas Chuquet (1445- 1500) ®· viÕt

biÓu thøc 1, 225 + 148x2 lµ 1, 225p̃1482, Raffaele Bombeli (1572) ®· viÕt

biÓu thøc 3x2 lµ 32
^
. C¸c kÝ hiÖu x2, x3, . . . cho c¸c luü thõa cña x mµ chóng

ta dïng ngµy nay ®îc giíi thiÖu bëi Descartes. Trong thÕ kû 18, ngêi ta

viÕt bb cho b2, nhng l¹i viÕt c¸c luü thõa cao h¬n cña b lµ b3, b4 v.v.

Sau khi c¸c kÝ hiÖu liªn quan ®Õn luü thõa cña Èn sè vµ c¸c phÐp to¸n ®èi

víi c¸c hÖ sè ®îc hoµn thiÖn, viÖc tÝnh to¸n víi ®a thøc ®îc h×nh thµnh

mét c¸ch râ rµng. Descartes chØ ra r»ng mét ®a thøc triÖt tiªu t¹i gi¸ trÞ a

nÕu vµ chØ nÕu nã chia hÕt cho X − a. DÊu = do Michel Recorde (1510-

1558) sö dông n¨m 1557 ®îc thay cho kÝ hiÖu mµ tríc ®ã Descartes ®·
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dïng. Albert Girard (1596-1632) ®· giíi thiÖu kÝ hiÖu 3
√
A. ChØ sè díi ®îc

Gabriel Cramer (1704 - 1752) dïng n¨m 1750 ®Ó viÕt c¸c c«ng thøc næi tiÕng

cña «ng, chØ sè trªn ′,′′ ,′′′ ,iv ,v , · · · còng xuÊt hiÖn réng r·i vµo thêi gian ®ã.

KÝ hiÖu
∑

®îc giíi thiÖu bëi Leonhard Euler (1707-1783) v.v. C¸c ký hiÖu

nµy ®îc chÊp nhËn réng r·i trªn toµn thÕ giíi cho ®Õn ngµy nay.

1.1.4. Sù tån t¹i nghiÖm cña ph¬ng tr×nh

Al Khwarizmi (780- 850) dêng nh lµ ngêi ®Çu tiªn, vµo kho¶ng n¨m

830, chØ ra sù tån t¹i ph¬ng tr×nh bËc hai cã hai nghiÖm d¬ng. Trêng hîp

nghiÖm ©m chØ ®îc nghiªn cøu vµo cuèi thÕ kû 16. Girard lµ ngêi ®Çu tiªn

kh¼ng ®Þnh r»ng mét ph¬ng tr×nh bËc n cã n nghiÖm. ¤ng kh«ng ®a ra

bÊt kú chøng minh nµo cho kh¼ng ®Þnh nµy vµ ý tëng cña «ng vÒ b¶n chÊt

cña c¸c nghiÖm cã vÎ lê mê. Tuy nhiªn, «ng ®· nghÜ vÒ c¸c nghiÖm gièng

nh nh÷ng sè phøc hoÆc c¸c sè t¬ng tù. V× thÕ sù kh«ng râ rµng nµy còng

kh«ng g©y c¶n trë «ng ®æi míi viÖc tÝnh to¸n víi c¸c nghiÖm nh lµ tÝnh to¸n

víi c¸c con sè. TÊt c¶ c¸c nhµ to¸n häc ®Òu ®¸nh gi¸ cao c«ng lao nµy cña

«ng.

Descartes kh«ng biÕt chÝnh x¸c sè nghiÖm cña ®a thøc, nhng «ng ®· biÕt

®îc sè nghiÖm kh«ng vît qu¸ bËc cña ®a thøc. Leibniz còng kh«ng c¶m

nhËn ®îc b¶n chÊt cña c¸c nghiÖm, n¨m 1702 «ng vÉn kh«ng thÊy ®îc

r»ng
√√
−1 lµ mét sè phøc. Nhng c¸c ph¬ng ph¸p lÊy tÝch ph©n cña

c¸c hµm h÷u tû ®îc ph¸t triÓn bëi Leibniz vµ Jean Bernuolli (1667-1748)

vµo kho¶ng thêi gian nµy ®· më ®êng cho Leonhard Euler (1707- 1783)

chøng minh §Þnh lÝ vµo n¨m 1749: §a thøc bËc n víi hÖ sè thùc lu«n cã n

nghiÖm phøc. §Þnh lý nµy thêng ®îc gäi lµ "§Þnh lý c¬ b¶n cña ®¹i sè".

Jean d'Alembert (1717- 1783) ®· ®a ra mét chøng minh thó vÞ nhng cha

®Çy ®ñ cho ®Þnh lÝ nµy vµo n¨m 1746, v× thÕ ngêi Ph¸p gäi nã lµ "§Þnh lý

d'Alembert". Trong khãa häc cña m×nh t¹i Trêng §¹i häc Ecole Normale

vµo n¨m thø 3 cña C¸ch m¹ng Ph¸p, Pierre Simon de Laplace (1749- 1827)

®· chøng minh r»ng lu«n tån t¹i nghiÖm cña ®a thøc ë ®©u ®ã. Gauss ®· ®a
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