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Mð �¦u

"D¾ bi¸n ùng v¤n bi¸n" �â l  líi B¡c Hç d°n cö Huýnh Thóc
Kh¡ng tr÷îc khi B¡c l¶n �÷íng sang Ph¡p n«m 1946, giao l¤i trång
tr¡ch Quy·n Chõ Tàch n÷îc cho cö Huýnh Thóc Kh¡ng. "B§t bi¸n" ð
�¥y l  �ëc lªp d¥n tëc, tr¶n cì sð �â m  t¼m ra nhúng �èi s¡ch m·m d´o
th½ch hñp vîi t¼nh h¼nh trong ho n c£nh �§t n÷îc �ang ng n c¥n treo
sñi tâc. C¥u nâi tr¶n công l  "c©m nang" cho chóng ta khi gi£i mët lo¤t
b i to¡n ríi r¤c, tø H¼nh håc �¸n Sè håc, m  �i·u quan trång nh§t l 
t¼m cho ra mët "b§t bi¸n".

Vªy b§t bi¸n l  g¼? �â l  nhúng �°c �iºm câ t½nh cè �ành cõa mët
�èi t÷ñng trong suèt qu¡ tr¼nh bi¸n �êi, chuyºn ho¡. N¸u ta x¡c �ành
�÷ñc b§t bi¸n ta s³ ph¥n bi»t �÷ñc mèi quan h» cõa c¡c vªt thº tr÷îc
v  sau qu¡ tr¼nh bi¸n �êi, �º tø �â gi£i �¡p �÷ñc nhi·u v§n �· mët c¡ch
�ëc �¡o v  b§t ngí. Ta câ thº ph¥n t½ch tr¤ng th¡i cõa h» thèng �º x¡c
�ành và tr½ c¦n �¤t �÷ñc tø nhúng và tr½ kh¡c. Mët trong nhúng cæng cö
r§t m¤nh cho vi»c ph¥n t½ch h» thèng l  t½nh b§t bi¸n cõa mët sè �¤i
l÷ñng trong h» thèng. Nhúng �¤i l÷ñng n y khæng thay �êi d÷îi nhúng
thao t¡c kh¡c nhau trong h» thèng. Hìn núa, t½nh b§t bi¸n câ thº dòng
�º ch¿ ra r¬ng tø mët c§u h¼nh khæng thº �¤t tîi mët c§u h¼nh kh¡c.
Trong c¡c ký thi håc sinh giäi, b§t bi¸n công th÷íng xuy¶n xu§t hi»n
mët c¡ch �ëc �¡o trong c¡c b i to¡n tê hñp, sè håc, �¤i sè, h¼nh håc,
... Tuy b i to¡n phùc t¤p, nh÷ng �¢ ©n chùa nhúng �¤i l÷ñng b§t bi¸n,
ch¯ng h¤n nh÷ t½nh ch®n, l´ ho°c têng, t½ch c¡c bi¸n khæng thay �êi.

M°c dò b§t bi¸n �÷ñc sû döng rëng r¢i trong gi£i to¡n sì c§p, cho
�¸n nay, theo ché chóng tæi �÷ñc bi¸t, ch÷a câ mët t i li»u n o vi¸t mët
c¡ch câ h» thèng v· v§n �· n y. V¼ th¸, chóng tæi cè gng s÷u t¦m tø r§t
nhi·u t i li»u kh¡c nhau, chån låc nhúng b i to¡n m  cæng cö chõ y¸u sû
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döng l  ph÷ìng ph¡p b§t bi¸n �º l m th nh luªn v«n n y. Trong chøng
müc câ thº, chóng tæi khæng ch¿ n¶u líi gi£i cõa c¡c b i to¡n nh÷ nhúng
t i li»u kh¡c, m  cán cè gng ph¥n t½ch, ph¡t hi»n b§t bi¸n mîi v  líi
gi£i cõa b i to¡n düa v o �â. �i·u n y câ thº câ ½ch cho håc sinh khi
t¼m hiºu v· ph÷ìng ph¡p �â. Chóng tæi công cè gng tr¼nh b y thæng
qua nhúng b i tªp thuëc nhi·u lo¤i kh¡c nhau nh÷ h¼nh håc, tê hñp, sè
håc, nh¬m l m nêi bªt t½nh phê döng cõa ph÷ìng ph¡p b§t bi¸n trong
gi£i to¡n sì c§p.

Luªn v«n gçm 3 ch÷ìng:

Ch÷ìng 1. Nguy¶n lþ v· b§t bi¸n. Trong ch÷ìng I n y chóng tæi
tªp trung tr¼nh b y v· nguy¶n lþ b§t bi¸n �¥y l  cì sð �º gi£i nhúng
b i to¡n ð 2 ch÷ìng sau. Nâ �÷ñc chia th nh 2 möc trong �â möc 1.1
giîi thi»u v· ph÷ìng ph¡p b§t bi¸n, möc 1.2 tr¼nh b y kh¡i ni»m v· b§t
bi¸n.

Ch÷ìng 2. Mët sè b§t bi¸n trong b£ng sè. Trong ch÷ìng n y, chóng
tæi chån låc giîi thi»u mët sè b i to¡n thuëc d¤ng �â v  chia th nh 2
d¤ng to¡n; trong �â möc 2.1 chóng tæi tr¼nh b y mët sè b i to¡n m  b§t
bi¸n düa tr¶n t½nh chia h¸t, möc 2.2 tr¼nh b y mët sè b i to¡n m  b§t
bi¸n cõa nâ l  mët �¤i l÷ñng n o �â.

Ch÷ìng 3. Mët sè lo¤i b i to¡n kh¡c. Ngo i nhúng b i to¡n tr¶n
b£ng æ vuæng m  �¢ tr¼nh b y ð ch÷ìng II, ð ch÷ìng n y chóng tæi tr¼nh
b y mët sè d¤ng b i to¡n kh¡c nhau m  ph÷ìng ph¡p gi£i công l  sû
döng b§t bi¸n n o �â.

Luªn v«n n y �¢ �÷ñc ho n th nh d÷îi sü ch¿ b£o v  h÷îng d¨n tªn
t¼nh cõa GS.TSKH. H  Huy Kho¡i - Vi»n To¡n håc H  Nëi. Tæi xin
�÷ñc b y tä láng bi¸t ìn s¥u sc �¸n GS.TSKH. H  Huy Kho¡i.

Tæi công xin gûi líi c£m ìn �¸n c¡c th¦y, cæ �ang cæng t¡c t¤i Khoa
To¡n, Pháng qu£n lþ khoa håc Tr÷íng �¤i Håc Khoa Håc công nh÷ c¡c
th¦y, cæ tham gia gi£ng d¤y Khâa Cao håc 2009 - 2011 �¢ t¤o �i·u ki»n
tèt cho tæi trong suèt qu¡ tr¼nh håc tªp v  ho n th nh luªn v«n.

Do thíi gian câ h¤n v  sü hiºu bi¸t cõa b£n th¥n n¶n luªn v«n n y
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mîi ch¿ døng l¤i ð vi»c t¼m hiºu, tªp hñp t i li»u, sp x¸p v  tr¼nh b y
k¸t qu£ theo tøng chõ �· �°t ra. Dò �¢ r§t cè gng, nh÷ng chc chn
nëi dung tr¼nh b y trong luªn v«n khæng tr¡nh khäi thi¸u sât nh§t �ành
v  t¡c gi£ r§t mong nhªn �÷ñc gâp þ cõa c¡c th¦y cæ gi¡o v  c¡c b¤n.

Th¡i Nguy¶n, ng y 16 th¡ng 05 n«m 2011

T¡c gi£

Nguy¹n Trung Th nh
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Ch÷ìng 1

NGUY�N L� B�T BI�N

1.1. Giîi thi»u v· ph÷ìng ph¡p �¤i l÷ñng b§t bi¸n

V½ dö 1.1.1. Cho a, b, c ∈ R. Ta x²t têng S = a + b + c. N¸u ta �êi
ché a cho b, b cho c v  c cho a th¼ têng S luæn ch¿ l  mët sè.

V½ dö 1.1.2. Ta x²t b i to¡n xu§t ph¡t tø c¥u chuy»n cê t½ch: Ng÷íi
næng d¥n trçng �÷ñc mët c¥y kh¸ th¦n câ 99 qu£ ch÷a ch½n m u xanh
v  1000 qu£ �¢ ch½n m u v ng. Mët con Qu¤ �¸n «n méi ng y hai qu£
kh¸ v  nâi vîi ng÷íi næng d¥n: ��n mët qu£ tr£ cöc v ng, may tói ba
gang �em �i m  �üng�. Qu¤ �¸n «n hai qu£ kh¸ b§t k¼ khæng ph¥n bi»t
qu£ xanh v  qu£ v ng. N¸u Qu¤ «n mët qu£ v ng v  mët qu£ xanh th¼
c¥y kh¸ l¤i sinh ra mët qu£ xanh. N¸u Qu¤ «n hai qu£ v ng th¼ c¥y kh¸
l¤i sinh ra mët qu£ v ng. N¸u Qu¤ «n hai qu£ xanh th¼ c¥y kh¸ l¤i sinh
công qu£ v ng. Häi câ thº x£y ra tr÷íng hñp qu£ kh¸ cuèi còng cán l¤i
tr¶n c¥y l  m u v ng khæng?

�º thuªn ti»n cho vi»c gi£i b i to¡n ta k½ hi»u: Qu£ kh¸ xanh l  X;
qu£ kh¸ v ng l  V ; qu¤ «n qu£ l  (+) v  c¥y kh¸ sinh qu£ l  (-). Khi �â
b i to¡n câ thº vi¸t l¤i ngn gån: V + V = V,X +X = V, V +X = X.
Tø c¡ch vi¸t tr¶n ta th§y r¬ng sè l÷ñng qu£ xanh ho°c khæng thay �êi
ho°c l  gi£m �i hai qu£ sau méi l¦n «n (méi l¦n Qu¤ «n hai qu£). V¼
tr¶n c¥y, sè nhúng qu£ m u xanh l  l´, cán sè nhúng qu£ m u v ng l 
ch®n, n¶n qu£ cuèi còng tr¶n c¥y s³ l  m u xanh, khæng phö thuëc v o
c¡ch «n qu£ cõa Qu¤.

T½nh b§t bi¸n trong b i to¡n tr¶n l  g¼? �â l  sè nhúng qu£ xanh dò
Qu¤ câ «n qu£ nh÷ th¸ n o �i núa th¼ nâ khæng thay �êi ho°c n¸u nâ
thay �êi th¼ thay �êi mët c¡ch cè �ành l  gi£m �i hai qu£. Nh÷ vªy, t½nh
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ch®n l´ cõa sè c¡c qu£ xanh l  mët b§t bi¸n. Ch½nh �i·u b§t bi¸n �èi
vîi qu£ xanh v  gi£ thi¸t cõa b i to¡n �÷a ta �¸n líi gi£i. Nh÷ vªy vi»c
t¼m ra b§t bi¸n trong nhúng �¤i l÷ñng �¢ cho cõa b i to¡n l  r§t quan
trång.

Nhúng b i to¡n câ d¤ng nh÷ mët quy tr¼nh hay thuªt to¡n th÷íng tçn
t¤i mët tr¤ng th¡i khði �¦u v  mët d¢y nhúng b÷îc �i hñp l» (b÷îc bi¸n
�êi). K¸t luªn cõa nhúng b i to¡n lo¤i n y th÷íng ph£i tr£ líi nhúng
c¥u häi sau �¥y:

1. Câ thº �¤t tîi mët tr¤ng th¡i cuèi còng �¢ cho khæng?

2. T¼m t§t c£ tr¤ng th¡i cuèi còng câ thº �¤t tîi?

3. Câ tçn t¤i giîi h¤n ti¸n tîi mët tr¤ng th¡i cuèi còng khæng?

4. T¼m t§t c£ chu k¼ câ thº câ trong d¢y tr¤ng th¡i?

1.2. Kh¡i ni»m v· b§t bi¸n

X²t nhúng b i to¡n mang c§u tróc mët h» thèng m  tr¶n �â ta ph£i
xû lþ nhúng thao t¡c kh¡c nhau ð tøng mùc �ë. V§n �· �°t ra: Câ thº
x¡c �ành �÷ñc mët và tr½ n o �§y tø nhúng và tr½ �¢ bi¸t? Mët cæng cö
r§t m¤nh �º gi£i quy¸t nhúng b i to¡n nh÷ vªy l  x²t mët sè t½nh ch§t
trong h» thèng m  nâ khæng thay �êi trong tøng b÷îc thüc hi»n thao
t¡c. T½nh ch§t khæng thay �êi nh÷ tr¶n th÷íng �÷ñc xem nh÷ l  b§t
bi¸n. Theo mët sè t i li»u tham kh£o chóng tæi �÷a ra �ành ngh¾a sau:

�ành ngh¾a 1.2.1. Gi£ sû ta câ mët h» thèng (F) c¡c �¤i l÷ñng v  c¡c
ph²p bi¸n �êi theo thù tü. T½nh ch§t P �÷ñc gåi l  mët b§t bi¸n sau s

b÷îc trong h» thèng (F) n¸u cù s b÷îc bi¸n �êi ta �·u nhªn l¤i �÷ñc t½nh
ch§t P .

V½ dö 1.2.1. X²t d¢y sè (an), (bn), (cn) v  (dn) �÷ñc x¡c �ành nh÷ d÷îi
�¥y: a0, b0, c0, d0 ∈ Z, an+1 = an − bn, bn+1 = bn − cn,cn + 1 = cn −
dn,dn+1 = dn − an, n ≥ 0.
(i) H¢y ch¿ ra khæng tçn t¤i sè nguy¶n ban �¦u a0, b0, c0, d0 �º sao cho
|anbn − cndn| , |ancn − bndn| , |andn − bncn| l  sè nguy¶n tè khi n ≥ 4
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(ii) Chùng minh r¬ng a2012b2012, b2012c2012, c2012d2012, d2012a2012 �·u chia
h¸t cho 4503

Líi gi£i.
Kiºm tra trüc ti¸p 

a4 = 2(a0 − 2b0 + 3c0 − 2d0)

b4 = 2(b0 − 2c0 + 3d0 − 2a0)

c4 = 2(c0 − 2d0 + 3a0 − 2b0)

d4 = 2(d0 − 2a0 + 3b0 − 2c0)

Nh÷ vªy, cù sau 4 b÷îc bi¸n �êi ta �·u nhªn �÷ñc nhúng
sè nguy¶n chia h¸t cho 2. Tø �¥y suy ra c¡c sè nguy¶n
|anbn − cndn| , |ancn − bndn| , |andn − bncn| �·u l  c¡c sè nguy¶n chia
h¸t cho 4 khi n ≥ 4. V¼ cù sau 4 b÷îc nhªn �÷ñc sè chia
h¸t cho 2 n¶n a2012, b2012, c2012, d2012 �·u chia h¸t cho 2503. Do vªy
a2012b2012, b2012c2012, c2012d2012, d2012a2012 �·u chia h¸t cho 4503.

V½ dö 1.2.2. X²t d¢y sè (an), (bn), (cn) v  (dn) �÷ñc x¡c �ành nh÷ d÷îi
�¥y: 

a0, b0, c0, d0 ∈ Z

an+1 = an − bn + cn

bn+1 = bn − cn + dn

cn + 1 = cn − dn + an

dn+1 = dn − an + bn, n ≥ 0

Chùng minh r¬ng a2012 − a0, b2012 − b0, c2012 − c0, d2012 − d0 �·u l  nhúng
sè nguy¶n chia h¸t cho 4.
Líi gi£i.
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Kiºm tra trüc ti¸p

a4 = 21a0 − 20b0 + 20c0 − 20d0

b4 = 21b0 − 20c0 + 20d0 − 20a0

c4 = 21c0 − 20d0 + 20a0 − 20b0

d4 = 21d0 − 20a0 + 20b0 − 20c0

Nh÷ vªy, cù sau 4 b÷îc bi¸n �êi ta �·u nhªn �÷ñc nhúng sè nguy¶n thäa
m¢n t½nh ch§t P: xk+4 ≡ xk(mod4). Tø �¥y suy ra a2012 − a0, b2012 −
b0, c2012 − c0, d2012 − d0 �·u l  nhúng sè nguy¶n chia h¸t cho 4.

V½ dö 1.2.3.X²t d¢y sè (an) v  (bn) �÷ñc x¡c �ành nh÷ d÷îi �¥y:
a0, b0 ∈ R, 0 < b0 < a0

an+1 =
an + bn

2

bn+1 =
2anbn
an + bn

, n ≥ 0

Chùng minh r¬ng lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn =
√
a0b0.

Líi gi£i.
Do a0, b0 > 0 n¶n d¹ d ng ch¿ ra an, bn > 0. Do bði (an + bn)

2 ≥
4anbn, an 6= bn, n¶n (an > bn) vîi måi n ≥ 0. V¼ an+1 =

an + bn
2

= an n¶n

d¢y (an) l  d¢y �ìn �i»u gi£m, bà ch°n d÷îi n¶n tçn t¤i a = lim
n→∞

an. Bði

v¼ bn+1 =
2anbn
an + bn

> bn n¶n d¢y (bn) l  d¢y �ìn �i»u t«ng, bà ch°n tr¶n

n¶n tçn t¤i b = lim
n→∞

bn. Sû döng t½nh ch§t b§t bi¸n P: anbn = an+1bn+1

v  a = lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

an + bn
2

=
a+ b

2
ta nhªn �÷ñc a = b =

√
a0b0.
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