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Mé& dau

"Di bién ing van bién" dé la 16i Bac H6 din cu Huynh Thic
Khang trudéc khi Bac 1én dudng sang Phap nam 1946, giao lai trong
trach Quyén Chu Tich nuéc cho cu Huynh Thic Khang. "Bat bién" &
day 1a doc lap dan toc, trén co sé d6 ma tim ra nhitng déi sach mém déo
thich hop v6i tinh hinh trong hoan canh dat nuéc dang ngan can treo
soi téc. Cau néi trén cling 14 "cam nang" cho ching ta khi giai mot loat
bai toan rdi rac, tit Hinh hoc dén S6 hoc, ma diéu quan trong nhat 13

tim cho ra moét "bat bién".

Vay bat bién la gi? D6 1a nhing dic diem c6 tinh cb6 dinh ctia mot
déi tuong trong sudt qua trinh bién déi, chuyén hoa. Néu ta xac dinh
dugce bat bién ta sé phan biet dugc méi quan hé clia cac vat thé trudc
va sau qué trinh bién déi, dé tir d6 giai dap dudc nhiéu van dé mot cach
doc dao va bat ngd. Ta c6 thé phan tich trang thai clia hé théng dé xAc
dinh vi tri can dat dugc tit nhing vi tri khac. Mot trong nhiing cong cu
rat manh cho viéc phan tich hé théng 13 tinh bat bién ctia mot sé dai
lugng trong hé théng. Nhitng dai luong nay khong thay doi dudi nhiing
thao tac khac nhau trong hé théng. Hon nita, tinh bat bién c6 thé dung
dé chi ra rang tit mot cau hinh khong thé dat t6i mot cAu hinh khac.
Trong cac ky thi hoc sinh gidi, bat bién cling thudng xuyén xuat hién
mot cach doc dao trong cac bai toan to hop, s6 hoc, dai s6, hinh hoc,
... Tuy bai toan phtc tap, nhung da an chia nhiing dai lugng bat bién,
chiang han nhu tinh chin, 18 hodc tong, tich cac bién khong thay doi.

Msic du bat bién duge st dung rong rai trong giai toan so cap, cho
dén nay, theo chd ching toi dugc biét, chua c6 mot tai lieu nao viét mot
cach c6 he théng vé van dé nay. Vi thé, ching to6i ¢6 ging suu tam ti rat
nhiéu tai lieu khac nhau, chon loc nhitng bai toan ma cong cu chii yéu sit
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dung 1a phuong phap bat bién dé lam thanh luan van nay. Trong ching
muc c6 the, ching to6i khong chi néu 16i giai ctia cac bai toan nhu nhitng
tai lieu khac, ma con c¢d gang phan tich, phat hién bat bién méi va 10i
giai ctia bai toan duwa vao dé. Diéu nay cé thé cé ich cho hoc sinh khi
tim hiéu vé phuong phap dé. Ching toi ciing c6 ging trinh bay thong
qua nhitng bai tap thudc nhiéu loai khac nhau nhu hinh hoc, t6 hop, s6
hoc, nham lam ndi bat tinh phdé dung ctia phuong phap bat bién trong
gidi toan so cap.
Ludn vdan gom 8 chuong:

Chuong 1. Nguyén 1y vé bat bién. Trong chuong I nay ching toi
tap trung trinh bay vé nguyén ly bat bién day la co sé dé giai nhiing
bai toan 6 2 chuong sau. N6 dugc chia thanh 2 muc trong dé muc 1.1
gidi thieu vé phuong phap bat bién, muc 1.2 trinh bay khai niém vé bat
bién.

Chuong 2. Mot s6 bat bién trong bang s6. Trong chuong niy, ching
toi chon loc gidi thieu mot s6 bai toan thuoc dang d6 va chia thanh 2
dang toan; trong d6 muc 2.1 chiing toi trinh bay mot s6 bai toan ma bat
bién dya trén tinh chia hét, muc 2.2 trinh bay mot sé bai toan ma bat
bién clia n6 1a mot dai lugng ndo dé.

Chuong 3. Mot s6 loai bai toan khac. Ngoai nhitng bai toan trén
bang 6 vuoéng ma da trinh bay 6 chuong II, 6 chuong nay ching téi trinh
bay mot s6 dang bai toan khac nhau ma phuong phap giai ciing 13 sit
dung bat bién ndo dé.

Luan vin nay da dugc hoan thanh dudi sy chi bao va huéng dan tan
tinh cia GS.TSKH. Ha Huy Khoai - Vién Toan hoc Ha Noi. T6i xin
dugce bay t6 long biét on sau sic dén GS.TSKH. Ha Huy Khoai.

T6i cling xin gui 10i cAm on dén cac thay, co6 dang cong tac tai Khoa
Toan, Phong quan 1y khoa hoc Truong Dai Hoc Khoa Hoc cling nhu cac
thay, co tham gia giang day Khéa Cao hoc 2009 - 2011 da tao diéu kién
t6t cho to6i trong sudt qua trinh hoc tap va hoan thanh luan vin.

Do thoi gian ¢6 han va sy hiéu biét ciia ban than nén luan vin nay
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méi chi ditng lai é viéc tim hicu, tap hop tai liu, sip xép va trinh bay
két qua theo ting cht dé dit ra. Du da rat c¢d ging, nhung chic chin
noi dung trinh bay trong luan van khong tranh khoi thiéu s6t nhat dinh
va tac gid rat mong nhan dudc gép ¥ clia cac thay co gido va cac ban.

Thair Nguyén, ngay 16 thang 05 nam 2011

Tac gia

Nguyén Trung Thanh
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Chuong 1
NGUYEN Li BAT BIEN

1.1. Giéi thiéu vé phuong phap dai lugng bat bién

Vi du 1.1.1. Cho a,b,c € R. Ta zét tong S = a+ b+ c. Néu ta doi

ché a cho b,b cho c va ¢ cho a thi tong S luon chi la mot so.

Vi du 1.1.2. Ta xét bai toan xuat phat tit cau chuyén co tich: Nguoi
nong dan trong dudc mot cay khé than cé 99 qud chua chin mau zanh
va 1000 qud da chin mau vang. Mot con Qua dén dn moi ngay hai qud
khé va ndi vdi nguoi nong dan: “An mot qud trd cuc vang, may tii ba
gang dem di ma dung”. Qua dén dn hai qud khé bat ki khong phan biét
qud zanh va qud vang. Néu Qua dn mot qud vang va mot qud zanh thi
cay khé lai sinh ra mot qud zanh. Néu Qua dn hai qud vang thi cdy khé
lai sinh ra mot qud vang. Néu Qua dn hai qud zanh thi cday khé lai sinh
cling qud vang. Hoi co thé zdy ra truong hop qud khé cudi cing con lai
trén cay la mau vang khong?

Dé thuan tien cho viéc giai bai toan ta ki hieu: Qua khé xanh 1a X;
qué khé vang 1a V; qua &n qua 1a (+) va cay khé sinh qua la (). Khi d6
bai toan c6 thé viét lai ngdn gon: V+V =V, X+ X =V, V + X = X.
Tt cach viét trén ta thiy ring sé luong qua xanh hoac khong thay doi
ho#ic 1a gidm di hai qua sau mdi 1an &n (m6i lan Qua &n hai qua). Vi
trén cay, so6 nhitng qud mau xanh 13 18, con s6 nhitng qua mau vang 13
chdn, nén qud cudi cling trén cay sé 14 mau xanh, khong phu thudc vao

cach dn qua cua Qua.

Tinh bat bién trong bai toan trén 1a gi? D6 1a s6 nhitng qua xanh du
Qua c6 dn qua nhu thé ndo di nita thi né khong thay déi hoic néu né
thay doi thi thay doi mot cach c6 dinh 1a gidm di hai qua. Nhu vay, tinh

86 héa boi Trung tam Hoc liéu — Dai hoc Thdi Nguyén http://'www.lrc-tnu.edu.vn



chin 1& ctia s6 cac qua xanh 14 mot bat bién. Chinh diéu bat bién déi
v6i qua xanh va gid thiét clia bai toan dua ta dén 16i gidi. Nhu vay viéc
tim ra bat bién trong nhitng dai luwgng da cho ctia bai toan 1a rat quan
trong.

Nhitng bai toan ¢6 dang nhu mot quy trinh hay thuat toan thuong ton
tai mot trang thai khdi dau va mot day nhing buée di hop lé (bude bién
doi). Két luan ctia nhiing bai toédn loai nay thudng phai tra 18i nhing
cau hoi sau day:

1. C6 thé dat t6i mot trang thai cudi cing da cho khong?
2. Tim tat c trang thai cudi ciing c6 thé dat t6i?
3. C6 ton tai gidi han tién t61 mot trang thai cudi cung khong?

4. Tim tat ca chu ki c¢6 thé c6 trong day trang thai?

1.2. Khai niém vé bat bién

Xét nhitng bai toAn mang cau tric mot hé thong ma trén dé ta phai
xtt Iy nhitng thao tac khac nhau & ting mic do. Van dé dat ra: C6 thé
x4c dinh dugc mot vi tri ndo day ti nhing vi tri da biét? Mot cong cu
rat manh dé gidi quyét nhitng bai toan nhu vay 1a xét mot s6 tinh chat
trong hé thdng ma né khong thay déi trong ting budc thyc hién thao
tac. Tinh chat khong thay doi nhu trén thuong dugc xem nhu 1 bat
bién. Theo mot s6 tai lieu tham khdo ching toi dua ra dinh nghia sau:

Dinh nghia 1.2.1. Gid st ta cé6 mot hé thong (F) cic dai lugng va cdc
phép bién doi theo thi tu. Tinh chat P dudc goi la mot bat bién sau s
budc trong hé thong (F) néu cit s budc bién doi ta déu nhan lai duoc tinh
chat P.

Vi du 1.2.1. Xét day s6 (ay), (b)), (c,) va (d,) dude zdc dinh nhu dudi
day: ag, by, co,dy € Z, ani1 = ayp — by, byi1 = by, —cpyen +1 = ¢, —
dy,dpi1 = dyp — ap,n > 0.

(i) Hay chi ra khong ton tai s6 nguyén ban dau ag, by, co, dy dé sao cho

lanby, — cudy| , |ancn — budy|, |and, — bycy| la s6 nguyén té khi n > 4
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(i1) Ching minh rdng aspiabaoa, baoi2Ca02, Cao12da012, dao12aoo12 déu chia
hét cho 4°%

Loi gidi.

Kiém tra truc tiép

(

ay = 2(&0 — 2by 4+ 3¢cp — 2d0)
by = 2(b0 — 2¢o + 3dy — 2a0)

Cqy = 2(60 — 2dy + 3ag — 2b0)

dy = 2(d0 — 2ag + 3by — 260)
\

Nhu vay, ct sau 4 buéc bién déi ta déu nhan dudc nhing
s6 nguyén chia hét cho 2. Tu day suy ra cic sd nguyén
lanby, — cpdy| s |anc, — budy| s |and, — bpey,| déu 1a cac s nguyén chia
hét cho 4 khi n > 4. Vi ct sau 4 buéc nhan dudc sé chia

2503

hét cho 2 nén a2012,62012,62012,d2012 déu chia hét cho . Do Vay

A 1z 503
a2012b2012, D2012C2012, C2012d2012, d2012a2012 deu chia het cho 4°7°.

Vi du 1.2.2. Xét day s6 (a,), (b,), (¢,) va (d,) dude zdc dinh nhu dudi
day:

)
agp, by, co, dy € Z

an+1:an_bn+cn
<bn—i—l:bn_cn‘l’dn

c, +1=c¢,—d,+a,

dpi1=d, —ap,+b,,n >0
\

Chz’mg minh T&ng asp12 — ap, b2012 — bo, C2012 — Co, d2012 — do déu la nhﬁng
s6 nguyén chia hét cho 4.
Loi gidi.
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Kiém tra truc tiép

(

ayg = 21&0 — 20b0 + 2060 - 20d0
by = 21by — 20c¢y + 20dy — 20ay

Cqy — 2100 — 20d0 + 20&0 - 20b0

dy = 21dy — 20ag + 20by — 20¢
\

Nhu vay, cii sau 4 buéc bién doi ta déu nhan duge nhitng s6 nguyén thoa
man tinh Chét P: Thaa = a:k(modél) Tu dﬁy Suy ra asp12 — ao,b2012 -
b(), C2012 — O, d2012 — d() déu la IlhfIIlg Sé) nguyén chia hét cho 4.

Vi du 1.2.3.X¢ét day so (a,) va (b,) dude zdc dinh nhu dudi day:

,

ao,bo GR,O < by < ay
a, + b,
< Apy1 = 2
2a,b,,
bn = ) >0
\ 1 a, +b, "=

Chatng minh rang lim a, = lim b, = v/agby.

n—oo n—oo

Lai gidi.
Do ag,by > 0 nén dé dang chi ra a,,b, > 0. Do bdi (a, + b,)? >
an + by
X 2
day (a,) la day don diéu gidm, bi chin dudi nén ton tai a = lim a,. Béi

2a,b,,

an + by
neén ton tai b = lim b,. Stt dung tinh chat bat bién P: a,b, = ani1bns1

n—oo
. _ . ap,+b, a+b
va a = lim a,.; = lim =
n—00 n—00 9 9

danby, an # by, nén (a, > b,) véimoin > 0. Vi a,y =

= a, nén

Vi b1 = > b, nén day (b,) la day don diéu tang, bi chan trén

ta nhan dugc a = b = apby.
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