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LỜI MỞ ĐẦU

Phép biến đổi tích phân được nghiên cứu và phát triển từ rất sớm và nó có vai trò
quan quan trọng trong giải tích toán học cũng như một số ngành khoa học tự nhiên
khác. Phép biến đổi tích phân là công cụ hiệu quả trong việc giải các bài toán điều
kiện đầu, điều kiện biên của phương trình vi phân, phương trình tích phân, phương
trình đạo hàm riêng và một số lớp các bài toán Vật lý toán. Cùng với sự phát triển
của các phép biến đổi tích phân, tích chập của các phép biến đổi tích phân được
xuất hiện vào khoảng đầu thế kỷ 20. Các tích chập được nghiên cứu đầu tiên là tích
chập của phép biến đổi Fourier [15], [16], tích chập của phép biến đổi Laplace [8],
[ 16], tích chập của phép biến đổi Mellin [8] và sau đó là sự ra đời của các tích chập
của các phép biến đổi Hilbert [16], phép biến đổi Hankel [17], [18], phép biến đổi
Kontorovich-Lebedev [17], phép biến đổi Stieltjes [7] và tích chập của phép biến
đổi Fourier cosine [8], [15]. Các tích chập này có nhiều ứng dụng trong tính toán
tích phân, tính tổng của một chuỗi, các bài toán Vật lý toán, phương trình vi phân,
phương trình đạo hàm riêng, phương trình và hệ phương trình tích phân, lý thuyết
xác suất và xử lý ảnh.

Phép biến đổi Laplace L được xác định [8]

(L f )(y) =
+∞∫
0

e−yx f (x)dx,y ∈ C. (0.1)

Tích chập của hai hàm f và g đối với phép biến đổi tích phân Laplace L được xác
định theo [7]

( f ∗
L

g)(x) =
x∫

0

f (x− t)g(t)dt,x > 0. (0.2)

và thỏa mãn đẳng thức nhân tử hóa sau

L( f ∗
L

g)(y) = (L f )(y)(Lg)(y),∀y > 0. (0.3)

Tuy nhiên trước những năm 50 của thế kỷ trước, các tích chập đã được biết
là các tích chập không có hàm trọng và nhiều phép biến đổi tích phân chưa xác
định được tích chập. Số lượng các tích chập đối với các phép biến đổi tích phân
rất hạn chế và gần như không phát triển được. Những bế tắc này được khai thông
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khi một lớp tích chập mới mở rộng hơn, tích chập có hàm trọng xuất hiện. Năm
1958 lần đầu tiên tích chập với hàm trọng ra đời. Đó là tích chập với hàm trọng

γ0(x) =
π

xsh(πx)
[Γ(p+ ix+

1
2
)]−2 đối với phép biến đổi tích phân Mehler Fox [20]

được tìm ra bởi Vilenkin Y. Ya. Dẫu vậy phải gần 10 năm sau, năm 1967 Kakichev
V. A.[17] mới tìm ra phương pháp kiến thiết để định nghĩa tích chập của phép biến
đổi tích phân K với hàm trọng γ(x) dựa trên đẳng thức nhân tử hóa

K( f
γ

∗g)(x) = γ(x)(K f )(x)(Kg)(x).

Với ý tưởng và kỹ thuật của phương pháp này các nhà toán học đã tìm ra được một
số tích chập đối với các phép biến đổi tích phân khác. Các tích chập của hàm trọng
được tìm ra chẳng hạn như tích chập đối với các phép biến đổi tích phân Hankel
[17], [19], Meijer [19], Kontorovich Lebedev [17], Fourier sine [17], Somemerfeld
[19].

Nhờ tích chập với hàm trọng ra đời mà bức tranh về tích chập đối với các phép
biến đổi tích phân được phong phú hơn. Tuy nhiên với sự bổ sung của lớp tích chập
suy rộng, nhiều điều lý thú trong lĩnh vực này mới được phát hiện, mở rộng và phát
triển. Khởi xướng việc xây dựng tích chập của hai hàm đối với các phép biến đổi
tích phân là Chuchill R. V. Năm 1941, lần đầu tiên tích chập suy rộng của hai hàm
đối với hai phép biến đổi tích phân khác nhau được công bố. Đó là tích chập suy
rộng của hai hàm f và g đối với các phép biến đổi tích phân Fourier sine và Fourier
cosine [15]

( f ∗
1

g)(x) =
1√
2π

+∞∫
0

f (y)[g(|x− y|)−g(x+ y)]dy,x > 0. (0.4)

với đẳng thức nhân tử hóa

Fs( f ∗
1

g)(y) = (Fs f )(y)(Fcg)(y),∀y > 0. (0.5)

Nhưng tới tận những năm 90 của thế kỷ trước, một vài trường hợp của tích chập
suy rộng đối với các phép biến đổi tích phân mới được công bố.

Năm 1998, Kakichev V.A và Nguyễn Xuân Thảo đã đưa ra phương pháp thiết
kế để xác định tích chập suy rộng đối với ba phép biến đổi tích phân bất kỳ với hàm
trọng γ(y) mà đối với chúng luôn có đẳng thức nhân tử hóa

K1( f
γ

∗g)(y) = γ(y)(K2 f )(y)(K3 f )(y). (0.6)
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Tư tưởng và kỹ thuật của phương pháp này mở đường cho một số tích chập suy rộng
với hàm trọng của hai phép biến đổi tích phân. Một số tích chập mới tiếp tục được
xuất hiện. Chẳng hạn như tích chập suy rộng đối với phép biến đổi tích phân Fourier
cosine và Fourier sine được xác định bởi

( f ∗
2

g)(x) =
1√
2π

+∞∫
0

f (y)[sign(y− x)g(|y− x|)+g(y+ x)]dy,x > 0. (0.7)

với đẳng thức nhân tử hóa

Fc( f ∗
2

g)(y) = (Fs f )(y)(Fsg)(y),∀y > 0. (0.8)

Như ta đã biết, các tích chập đóng vai trò quan trọng trong lý thuyết các phép
biến đổi tích phân và đang được các nhà toán học quan tâm nghiên cứu.Việc xây
dựng và nghiên cứu các tích chập suy rộng thực sự có ý nghĩa khoa học trong lĩnh
vực lý thuyết tích chập, phương trình và hệ phương trình tích phân. Vì vậy chúng
tôi đã chọn hướng nghiên cứu luận văn là xây dựng và nghiên cứu một số tích chập
suy rộng đối với hai phép biến đổi tích phân Fourier cosine và Fourier sine. Qua
đây chúng tôi cũng đã ứng dụng thành công vào việc giải một số lớp phương trình
tích phân, hệ phương trình tích phân dạng chập và nghiên cứu giải gần đúng phương
trình tích phân dạng chập.

Bố cục của luận văn ngoài phần mở đầu và kết luận gồm có ba chương.
Chương 1. Chúng tôi nghiên cứu ba phép biên đổi tích phân Fourier, Fourier

cosine và Fourier sine. Các tính chất của ba phép biến đổi tích phân nói trên được
đề cập trong chương này, kèm theo đó là một số ví dụ minh họa cho các tính chất
đó.

Chương 2. Xây dựng hai tích chập mới với hàm trọng đối với hai phép biến
đổi tích phân đã nói trong Chương 1 là phép biến đổi tích phân Fourier cosine và
Fourier sine.

Các tích chập mới đã được xây dựng trong chương này là: 2 tích chập suy rộng
với hàm trọng γ(y) = sin(ay) đối với hai phép biến đổi tích phân Fourier cosine và
Fourier sine.

Chương 3. Chúng tôi tập trung vào việc ứng dụng hai tích chập suy rộng đã xây
dựng được ở Chương 2 để giải một số lớp phương trình tích phân kiểu Toeplizt-
Hankel, hệ phương trình tích phân dạng chập. Ngoài ra chúng tôi còn nghiên cứu
việc giải gần đúng phương trình tích phân dạng chập.
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Danh mục ký hiệu

R : Tập các số thực.
C : Tập các số phức.
∀x : Với mọi x.
L(R) : Tập hợp tất cả các hàm f xác định trên R sao cho:

+∞∫
−∞

| f (x)|dx <+∞.

L(R+) : Tập hợp tất cả các hàm f xác định trên (0,+∞) sao cho:
+∞∫
0
| f (x)|dx <+∞.

L2(R) : Tập hợp tất cả các hàm f xác định trên R sao cho:
+∞∫
−∞

f 2(x)dx <+∞.

L(R+,ex) : Tập hợp tất cả các hàm f xác định trên (0,+∞) sao cho:
+∞∫
0

ex| f (x)|dx <+∞.

C(R) : Tập hợp tất cả các hàm f liên tục trên R sao cho:
‖ f‖= sup

t∈R
| f (t)|<+∞.

f ′ : Đạo hàm của hàm f.
f ′′ : Đạo hàm cấp 2 của hàm f.
f ′′′ : Đạo hàm cấp 3 của hàm f.
f (n) : Đạo hàm cấp n của hàm f.
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Chương 1

Các phép biến đổi tích phân
Fourier, Fourier cosine và
Fourier sine

Thông qua các phép biến đổi tích phân ta có thể xây dựng được đại số với các
phép toán nhân chập tương ứng. Trong chương này chúng tôi nghiên cứu ba phép
biến đổi tích phân. Đó là phép biến đổi tích phân Fourier, phép biến đổi tích phân
Fourier cosine và Fourier sine. Nội dung của chương được trình bày như sau

Mục 1.1 Trình bày về phép biến đổi tích phân Fourier và một số tính chất của
nó.

Mục 1.2 Trình bày về phép biến đổi tích phân Fourier cosine, Fourier sine và
một số tính chất của chúng. Tài liệu tham khảo chính trong chương này là [1].
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