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më ®Çu

Bµi to¸n t×m gi¸ trÞ lín nhÊt hoÆc nhá nhÊt hay t×m cùc trÞ mét biÓu thøc
®· cã tõ l©u, nhng lu«n xuÊt hiÖn trong mäi lÜnh vùc cña to¸n häc. Trong
ch¬ng tr×nh to¸n phæ th«ng, bµi to¸n t×m gi¸ trÞ lín nhÊt hoÆc nhá nhÊt tr¶i
dµi ë hÇu hÕt c¸c cÊp häc, cã mÆt ë tÊt c¶ c¸c bé m«n Sè häc, §¹i sè, Gi¶i
tÝch, H×nh häc vµ Lîng gi¸c. §Æc biÖt, trong kú thi §¹i häc, Häc sinh giái
quèc gia vµ quèc tÕ thêng cã bµi x¸c ®Þnh cùc trÞ mét biÓu thøc nµo ®ã. Bëi
vËy, bµi to¸n t×m gi¸ trÞ lín nhÊt hoÆc nhá nhÊt lµ mét trong sè nh÷ng bµi
to¸n ®îc rÊt nhiÒu ngêi thuéc nhiÒu lÜnh vùc quan t©m ®Õn.
C¸c bµi to¸n t×m gi¸ trÞ lín nhÊt hay nhá nhÊt mét biÓu thøc rÊt phong phó,
®a d¹ng, ®ßi hái vËn dông nhiÒu kiÕn thøc vµ vËn dông sao cho hîp lý, ®«i
khi rÊt ®éc ®¸o. H¬n n÷a, bµi to¸n x¸c ®Þnh gi¸ trÞ lín nhÊt hoÆc nhá nhÊt
cßn liªn quan ®Õn sù ®¸nh gi¸, t×m c¸i chÆn hoÆc xÐt xem biÓu thøc sÏ cã
tÝnh chÊt g× khi nã ®¹t cùc trÞ. ChÝnh v× thÕ, ph¬ng ph¸p x¸c ®Þnh gi¸ trÞ lín
nhÊt hay nhá nhÊt mét biÓu thøc sÏ rÊt thiÕt thùc ®èi víi nh÷ng ai muèn t×m
hiÓu s©u vÒ to¸n s¬ cÊp.

§Ó ®¸p øng nhu cÇu häc tËp vµ gi¶ng d¹y m«n to¸n ë bËc phæ th«ng, luËn
v¨n ®· ®Æt vÊn ®Ò: Tr×nh bµy mét sè ph¬ng ph¸p t×m gi¸ trÞ lín nhÊt hoÆc
nhá nhÊt mét biÓu thøc. Qua ®ã luËn v¨n còng ®a ra viÖc vËn dông c¸c kÕt
qu¶ ®¹t ®îc ®Ó gi¶i quyÕt mét sè bµi to¸n liªn quan.

Néi dung cña luËn v¨n ®îc chia ra lµm ba ch¬ng.
Ch¬ng I dµnh ®Ó giíi thiÖu kh¸i niÖm vµ mét vµi ph¬ng ph¸p chøng minh
bÊt ®¼ng thøc víi c¸c vÝ dô t¬ng thÝch. Ch¬ngII dµnh ®Ó tr×nh bµy vÒ gi¸
trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt. §©y lµ ch¬ng träng t©m giíi thiÖu vÒ c¸c ph¬ng
ph¸p t×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt. Cô thÓ môc 2.1 tËp trung giíi thiÖu mét
sè bµi to¸n chän läc t×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt b»ng ph¬ng ph¸p bÊt
®¼ng thøc. Môc 2.2 giíi thiÖu ®iÒu kiÖn ®¹t cùc trÞ cña hµm ®a thøc hai biÕn
bËc hai vµ c¸c vÝ dô liªn quan. Môc 2.3 giíi thiÖu ph¬ng ph¸p ®¹o hµm t×m
gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt ®èi víi hµm mét biÕn, hµm låi, hµm nhiÒu biÕn
vµ c¸c s¸ng t¸c bµi tËp t¬ng øng. Môc 2.4 giíi thiÖu mét sè bµi to¸n t×m cù
trÞ b»ng ph¬ng ph¸p täa ®é ®iÓm, täa ®é vÐc t¬ hoÆc dùa vµo tÝnh ®Æc biÖt
cña h×nh häc. Môc 2.5 giíi thiÖu mét sè bµi to¸n t×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá
nhÊt qua vËn dông c¸c hµm lîng gi¸c vµ tr×nh bµy ph¬ng ph¸p s¸ng t¸c
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mét sè bµi to¸n cùc trÞ trong tam gi¸c qua ®a thøc bËc ba.
Ch¬ng III tËp trung tr×nh bµy mét vµi øng dông c¸c kÕt qu¶ ®¹t ®îc. Nh
chøng minh l¹i c¸c bÊt ®¼ng thøc cæ ®iÓn qua viÖc vËn dông kh¸i niÖm cùc
trÞ tiÕp theo giíi thiÖu c¸c øng dông bµi to¸n cùc trÞ trong viÖc gi¶i ph¬ng
tr×nh, bÊt ph¬ng tr×nh, hÖ ph¬ng tr×nh vµ hÖ bÊt ph¬ng tr×nh.

Dï ®· rÊt cè g¾ng, nhng ch¾c ch¾n néi dung ®îc tr×nh bµy trong luËn
v¨n kh«ng tr¸nh khái nh÷ng thiÕu xãt nhÊt ®Þnh vµ em rÊt mong nhËn ®îc
sù gãp ý cña c¸c thÇy c« gi¸o vµ c¸c b¹n.
LuËn v¨n ®· ®îc hoµn thµnh díi sù híng dÉn cña PGS.Ts. §µm V¨n NhØ.
Em xin ch©n thµnh c¸m ¬n thÇy vÒ sù gióp ®ì nhiÖt t×nh tõ khi x©y dùng ®Ò
c¬ng, viÕt vµ hoµn thµnh luËn v¨n.

Em xin c¶m ¬n ch©n thµnh tíi Trêng §¹i häc Khoa Häc Th¸i Nguyªn,
n¬i em ®· nhËn ®îc mét häc vÊn sau ®¹i häc c¨n b¶n.

TiÕp theo, em xin ch©n thµnh c¶m ¬n c¸c thÇy c« ph¶n biÖn ®· ®äc vµ
gãp ý kiÕn cho luËn v¨n ®Ó em hoµn thiÖn luËn v¨n cña m×nh.

Lêi cuèi xin chóc søc kháe tÊt c¶ c¸c thÇy c¸c c«, chóc thÇy c« lu«n hoµn
thµnh tèt nhiÖm vô ®îc giao.

Ch©n thµnh c¶m ¬n!
Th¸i Nguyªn, Ngµy 1 th¸ng 09 n¨m 2011.

Ngêi thùc hiÖn
T¹ V¨n Hoµn
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Ch¬ng 1

PhÇn chuÈn bÞ

1.1 Kh¸i niÖm vµ mét vµi tÝnh chÊt cña bÊt ®¼ng thøc

§Þnh nghÜa 1.1.1. Cho hai sè thùc a vµ b. a ®îc gäi lµ lín h¬n b, ký hiÖu
a > b, nÕu hiÖu a − b lµ mét sè d¬ng; a ®îc gäi lµ lín h¬n hoÆc b»ng b,
ký hiÖu a > b, nÕu hiÖu a − b lµ mét sè kh«ng ©m; a ®îc gäi lµ nhá h¬n
b, ký hiÖu a < b, nÕu hiÖu a − b lµ mét sè ©m; a ®îc gäi lµ nhá h¬n hoÆc
b»ng b, ký hiÖu a 6 b, nÕu hiÖu a− b lµ mét sè kh«ng d¬ng.

Gi¸ trÞ tuyÖt ®èi cña a lµ |a| =

{
a khi a > 0

−a khi a < 0.

TÝnh chÊt 1.1.2. Víi c¸c sè thùc a, b, c vµ sè tù nhiªn n lu«n cã tÝnh chÊt:

a > b ⇐⇒ a− b > 0

a > b ⇐⇒ a+ c > b+ c

a > b ⇐⇒ a2n+1 > a2n+1

|a| > |b| ⇐⇒ a2n > a2n

a > b ⇐⇒
[a=b
a>b.

Víi a > b, c > 0 ⇐⇒ ac > bc

c < 0 ⇐⇒ ac < bc.

a > b, b > c =⇒ a > c.

|a| 6 α ⇐⇒

{
α > 0

−α 6 a 6 α.

Khi chøng minh bÊt ®¼ng thøc, nh÷ng ®ång nhÊt thøc thêng ®îc sö dông:

4
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MÖnh ®Ò 1.1.3. Víi c¸c sè thùc a, b, c, x, y, z vµ d 6= 0 cã c¸c ®ång nhÊt thøc
sau ®©y:

(i) (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 vµ (a− b)2 = a2 − 2ab+ b2.

(ii) (a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2(ab+ bc+ ca).

(iii) (a+ b)3 = a3 + 3ab(a+ b) + b3 vµ (a− b)3 = a3 − 3ab(a− b)− b3.

(iv) a2 − b2 = (a− b)(a+ b).

(v) a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2) vµ a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2).

(vi) (a2 + b2)(x2 + y2) = (ax+ by)2 + (ay − bx)2.

(vii) (a2 + b2 + c2)(x2 + y2 + z2) = (ax + by + cz)2 + (ay − bx)2 + (bz −
cy)2 + (cx− az)2.

(viii) |ab| = |a||b|, |a
d
| = |a|
|d|

vµ |a| = |b| khi vµ chØ khi a = ±b.

Ba bæ ®Ò díi ®©y tr×nh bµy c¸c bÊt ®¼ng thøc thêng ®îc sö dông sau nµy.

Bæ ®Ò 1.1.4. Víi c¸c sè thùc a, b, c, x, y, z vµ d 6= 0 cã c¸c kÕt qu¶ sau:

(i) a2 + b2 > 2ab.

(ii) (a2 + b2)(x2 + y2) > (ax+ by)2.

(iii) (a2 + b2 + c2)(x2 + y2 + z2) > (ax+ by + cz)2.

(iv) ||a| − |b|| 6 |a+ b| 6 |a|+ |b|.

Bµi gi¶i: (i) Bëi v× (a− b)2 > 0 nªn a2 + b2 > 2ab. DÊu = xÈy ra khi vµ chØ
khi a = b.
(ii) Do bëi (a2 + b2)(x2 + y2) = (ax+ by)2 + (ay − bx)2 > (ax+ by)2 nªn

(a2 + b2)(x2 + y2) > (ax+ by)2. DÊu = xÈy ra khi vµ chØ khi
a

x
=
b

y
.

(iii) Do (a2+b2+c2)(x2+y2+z2) = (ax+by+cz)2+(ay−bx)2+(bz−cy)2+
(cx−az)2 > (ax+by+cz)2 nªn (a2+b2+c2)(x2+y2+z2) > (ax+by+cz)2.

DÊu = xÈy ra khi vµ chØ khi
a

x
=
b

y
=
c

z
.

(iv) Ta lu«n cã |a| > ±a, |b| > ±b.Khi a+b > 0 th× |a+b| = a+b 6 |a|+|b|;
cßn khi a+b < 0 th× |a+b| = −a−b 6 |a|+|b|. Tãm l¹i |a+b| 6 |a|+|b|. Bëi
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v× |a| = |a+ b+(−b)| 6 |a+ b|+ |− b| = |a+ b|+ |b| nªn |a|− |b| 6 |a+ b|.
T¬ng tù |b| = |a + b + (−a)| 6 |a + b| + | − a| = |a + b| + |a| nªn
|b| − |a| 6 |a+ b|. Tãm l¹i ||a| − |b|| 6 |a+ b| 6 |a|+ |b|.

Bæ ®Ò 1.1.5. Víi a, b, c, x, y, z, u, v, t > 0 lu«n cã c¸c bÊt ®¼ng thøc sau:

(i) a+ b+ c > 3 3
√
abc.

(ii) 3
√

(a+ x)(b+ y)(c+ z) > 3
√
abc+ 3

√
xyz.

(iii) 3
√

(a+ x+ u)(b+ y + v)(c+ z + t) > 3
√
abc+ 3

√
xyz + 3

√
uvt.

Bµi gi¶i: (i) V× a+ b+ c+ 3
√
abc > 2

√
ab+ 2

√
c 3
√
abc > 4

4
√
abc 3
√
abc nªn

a+ b+ c+ 3
√
abc > 4 3

√
abc hay a+ b+ c > 3 3

√
abc.

(ii) NÕu mét trong ba sè a+ x, b+ y, c+ z b»ng 0, ch¼ng h¹n a+ x = 0, th×
a = x = 0 vµ bÊt ®¼ng thøc hiÓn nhiªn ®óng. XÐt a + x, b + y, c + z 6= 0 :

Theo (i) ta cã


a

a+ x
+

b

b+ y
+

c

c+ z
> 3 3

√
abc

(a+ x)(b+ y)(c+ z)
x

a+ x
+

y

b+ y
+

z

c+ z
> 3 3

√
xyz

(a+ x)(b+ y)(c+ z)

vµ

céng vÕ theo vÕ ®îc 3 > 3
3
√
abc+ 3

√
xyz

3
√

(a+ x)(b+ y)(c+ z)
. Tõ ®©y suy ra (ii).

(iii) V× 3
√

(a+ x+ u)(b+ y + v)(c+ z + t) > 3
√

(a+ x)(b+ y)(c+ z)+
3
√
uvt nªn 3

√
(a+ x+ u)(b+ y + v)(c+ z + t) > 3

√
abc+ 3

√
xyz+ 3

√
uvt.

Bæ ®Ò 1.1.6. Cho ba sè thùc a, b, c > 0. Chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc sau:

(i)
1

1 + a2
+

1

1 + b2
>

2

1 + ab
khi ab > 1.

(ii)
1

1 + a2
+

1

1 + b2
+

1

1 + c2
>

3

1 + abc
khi a, b, c > 1.

(iii)
1

(1 + a)2
+

1

(1 + b)2
>

1

1 + ab
.

(iv)
1

(1 + a)2
+

1

(1 + b)2
6

2

1 + ab
khi ab 6 1.

(v)
1

(1 + a)2
+

1

(1 + b)2
+

1

(1 + c)2
6

3

1 + abc
khi a, b, c 6 1.
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(vi)
1√

1 + a2
+

1√
1 + b2

>
2√

1 +
(a+ b

2

)2 vµ
1√

1 + a2
+

1√
1 + b2

+

1√
1 + c2

>
3√

1 +
(a+ b+ c

3

)2 khi a, b, c >
1√
2
.

Bµi gi¶i: (i) BÊt ®¼ng thøc t¬ng ®¬ng víi bÊt ®¼ng thøc (ab−1)(a−b)2 >
0. VËy

1

1 + a2
+

1

1 + b2
>

2

1 + ab
khi ab > 1.

(ii) V× a, b, c > 1 nªn tõ


1

1 + a2
+

1

1 + b2
>

2

1 + ab
>

2

1 + abc
1

1 + b2
+

1

1 + c2
>

2

1 + bc
>

2

1 + abc
1

1 + c2
+

1

1 + a2
>

2

1 + ca
>

2

1 + abc

ta suy ra

1

1 + a2
+

1

1 + b2
+

1

1 + c2
>

3

1 + abc
.

(iii) BÊt ®¼ng thøc t¬ng ®¬ng víi bÊt ®¼ng thøc (ab−1)2 +ab(a− b)2 > 0.

VËy
1

(1 + a)2
+

1

(1 + b)2
>

1

1 + ab
.

(iv) lµ hiÓn nhiªn qua quy ®ång hai vÕ.

(v) V× a, b, c 6 1 nªn tõ



1

(1 + a)2
+

1

(1 + b)2
6

2

1 + ab
6

2

1 + abc
1

(1 + b)2
+

1

(1 + c)2
6

2

1 + bc
6

2

1 + abc
1

(1 + c)2
+

1

(1 + a)2
6

2

1 + ca
6

2

1 + abc

ta

suy ra
1

(1 + a)2
+

1

(1 + b)2
+

1

(1 + c)2
6

3

1 + abc
.

(vi) Hµm sè y =
1√

1 + x2
víi x > 0 cã y′ = −x(1+x2)−3/2 < 0. VËy y ®¬n

®iÖu gi¶m. Ta l¹i cã y” = 3x2(1 + x2)−5/2 − (1 + x2)−3/2 =
2x2 − 1√
(1 + x2)5

>

0 khi x >
1√
2

vµ nh vËy y lµ hµm låi. VËy
1√

1 + a2
+

1√
1 + b2

>

2√
1 +

(a+ b

2

)2 vµ
1√

1 + a2
+

1√
1 + b2

+
1√

1 + c2
>

3√
1 +

(a+ b+ c

3

)2
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