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Mét sè ký hiÖu vµ ch÷ viÕt t¾t

H kh«ng gian Hilbert thùc

X kh«ng gian Banach thùc

X∗ kh«ng gian liªn hîp cña X

Rn kh«ng gian Euclide n chiÒu

∅ tËp rçng

x := y x ®­îc ®Þnh nghÜa b»ng y

∀x víi mäi x

∃x tån t¹i x

I ¸nh x¹ ®¬n vÞ

A ∩B A giao víi B

AT ma trËn chuyÓn vÞ cña ma trËn A

a ∼ b a t­¬ng ®­¬ng víi b

A∗ to¸n tö liªn hîp cña to¸n tö A

D(A) miÒn x¸c ®Þnh cña to¸n tö A

R(A) miÒn gi¸ trÞ cña to¸n tö A

xk → x d·y {xk} héi tô m¹nh tíi x

xk ⇀ x d·y {xk} héi tô yÕu tíi x
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Më ®Çu

Cho X lµ mét kh«ng gian Banach thùc ph¶n x¹, X∗ lµ kh«ng gian liªn
hîp cña X , c¶ hai cã chuÈn ®Òu ®­îc kÝ hiÖu lµ ‖.‖, A : X → X∗ lµ to¸n tö
®¬n ®iÖu ®¬n trÞ. XÐt ph­¬ng tr×nh to¸n tö lo¹i I: víi f ∈ X∗, t×m x0 ∈ X

sao cho

A(x0) = f. (0.1)

Khi to¸n tö A kh«ng cã tÝnh chÊt ®¬n ®iÖu ®Òu hoÆc ®¬n ®iÖu m¹nh, bµi
to¸n (0.1) nãi chung lµ mét bµi to¸n ®Æt kh«ng chØnh (ill-posed) theo nghÜa
nghiÖm cña nã kh«ng phô thuéc liªn tôc vµo d÷ kiÖn ban ®Çu.

NhiÒu bµi to¸n cña thùc tiÔn, khoa häc, c«ng nghÖ, kinh tÕ... dÉn tíi bµi
to¸n ®Æt kh«ng chØnh. Nh÷ng ng­êi cã c«ng ®Æt nÒn mãng cho lý thuyÕt bµi
to¸n ®Æt kh«ng chØnh lµ c¸c nhµ to¸n häc A. N. Tikhonov, M. M. Lavrentiev,
V. K. Ivanov .... Do tÝnh kh«ng æn ®Þnh cña bµi to¸n nµy nªn viÖc gi¶i sè
cña nã gÆp khã kh¨n. LÝ do lµ mét sai sè nhá trong d÷ kiÖn cña bµi to¸n
cã thÓ dÉn ®Õn mét sai sè bÊt kú cña nghiÖm. §Ó gi¶i lo¹i bµi to¸n nµy, ta
ph¶i sö dông nh÷ng ph­¬ng ph¸p æn ®Þnh, sao cho khi sai sè cña c¸c d÷
kiÖn cµng nhá th× nghiÖm xÊp xØ t×m ®­îc cµng gÇn víi nghiÖm ®óng cña
bµi to¸n xuÊt ph¸t. N¨m 1963, A. N. Tikhonov [7] ®· ®­a ra mét ph­¬ng
ph¸p hiÖu chØnh næi tiÕng vµ kÓ tõ ®ã lý thuyÕt c¸c bµi to¸n ®Æt kh«ng chØnh
®­îc ph¸t triÓn hÕt søc s«i ®éng vµ cã mÆt ë hÇu hÕt c¸c bµi to¸n thùc tÕ.
Néi dung chñ yÕu cña ph­¬ng ph¸p nµy lµ x©y dùng nghiÖm hiÖu chØnh cho
ph­¬ng tr×nh to¸n tö (0.1) trong kh«ng gian Hilbert thùc H dùa trªn viÖc
t×m phÇn tö cùc tiÓu xh,δ

α cña phiÕm hµm Tikhonov

F h,δ
α (x) = ‖Ah(x)− fδ‖2 + α‖x∗ − x‖2 (0.2)

trong ®ã α > 0 lµ tham sè hiÖu chØnh phô thuéc vµo h vµ δ, x∗ lµ phÇn tö
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cho tr­íc ®ãng vai trß lµ tiªu chuÈn chän vµ (Ah, fδ) lµ xÊp xØ cña (A, f).
Hai vÊn ®Ò cÇn ®­îc gi¶i quyÕt ë ®©y lµ t×m phÇn tö cùc tiÓu cña phiÕm
hµm Tikhonov vµ chän tham sè hiÖu chØnh α = α(h, δ) thÝch hîp ®Ó phÇn
tö cùc tiÓu xh,δ

α(h,δ) dÇn tíi nghiÖm chÝnh x¸c cña bµi to¸n (0.1) khi h vµ δ
dÇn tíi kh«ng.

ViÖc t×m phÇn tö cùc tiÓu cña phiÕm hµm Tikhonov sÏ gÆp nhiÒu khã
kh¨n trong tr­êng hîp bµi to¸n phi tuyÕn. §èi víi líp bµi to¸n phi tuyÕn
víi to¸n tö ®¬n ®iÖu A : X → X∗, F. Browder [5] ®­a ra mét d¹ng kh¸c
cña ph­¬ng ph¸p hiÖu chØnh Tikhonov. T­ t­ëng chñ yÕu cña ph­¬ng ph¸p
do F. Browder ®Ò xuÊt lµ sö dông mét to¸n tö B : X → X∗ cã tÝnh chÊt h-
liªn tôc (hemicontinuous), ®¬n ®iÖu m¹nh lµm thµnh phÇn hiÖu chØnh. B»ng
ph­¬ng ph¸p nµy, NguyÔn B­êng [6] ®· x©y dùng nghiÖm hiÖu chØnh cho
ph­¬ng tr×nh to¸n tö lo¹i I (0.1) trªn c¬ së gi¶i ph­¬ng tr×nh

Ah(x) + αB(x) = fδ. (0.3)

B¶n luËn v¨n nµy nh»m môc ®Ých tr×nh bµy ph­¬ng ph¸p hiÖu chØnh cho
ph­¬ng tr×nh to¸n tö lo¹i I (0.1) trong kh«ng gian Banach ph¶n x¹ thùc
X dùa trªn to¸n tö tuyÕn tÝnh ®¬n ®iÖu m¹nh lµm thµnh phÇn hiÖu chØnh.
Tr×nh bµy ph­¬ng ph¸p x©y dùng nghiÖm hiÖu chØnh h÷u h¹n chiÒu vµ mét
ph­¬ng ph¸p lÆp t×m nghiÖm hiÖu chØnh.

Néi dung cña luËn v¨n gåm cã phÇn më ®Çu, hai ch­¬ng, phÇn kÕt luËn
vµ danh môc c¸c tµi liÖu tham kh¶o. Ch­¬ng 1 giíi thiÖu mét sè kiÕn thøc
c¬ b¶n nhÊt vÒ to¸n tö ®¬n ®iÖu, ph­¬ng tr×nh to¸n tö ®Æt kh«ng chØnh, sù
tån t¹i nghiÖm vµ tÝnh chÊt cña tËp nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh to¸n tö lo¹i
I. Trong ch­¬ng 2, chóng t«i tr×nh bµy ph­¬ng ph¸p hiÖu chØnh Browder-
Tikhonov cho ph­¬ng tr×nh to¸n tö lo¹i I dùa trªn to¸n tö tuyÕn tÝnh ®¬n
®iÖu m¹nh. Tr×nh bµy sù héi tô vµ tèc ®é héi tô cña nghiÖm hiÖu chØnh trªn
c¬ së tham sè hiÖu chØnh ®­îc chän tiªn nghiÖm. Chóng t«i còng tr×nh bµy
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ph­¬ng ph¸p xÊp xØ h÷u h¹n chiÒu nghiÖm hiÖu chØnh vµ ë phÇn cuèi cña
ch­¬ng lµ mét ph­¬ng ph¸p lÆp cho nghiÖm hiÖu chØnh cïng víi vÝ dô minh
häa.
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Ch­¬ng 1

Ph­¬ng tr×nh to¸n tö lo¹i I

Trong ch­¬ng nµy chóng t«i tr×nh bµy c¸c kh¸i niÖm vµ kÕt qu¶ c¬ b¶n
nhÊt vÒ ph­¬ng tr×nh to¸n tö lo¹i I víi to¸n tö ®¬n ®iÖu. Chóng t«i còng
tr×nh bµy kh¸i niÖm vÒ bµi to¸n ®Æt kh«ng chØnh vµ ®­a ra mét vµi vÝ dô vÒ
ph­¬ng tr×nh to¸n tö ®Æt kh«ng chØnh. C¸c kiÕn thøc cña ch­¬ng nµy ®­îc
tham kh¶o tõ c¸c tµi liÖu [1], [2] vµ [4].

1.1. To¸n tö ®¬n ®iÖu

Cho A : X → X∗ lµ to¸n tö ®¬n trÞ tõ kh«ng gian Banach thùc ph¶n x¹
X vµoX∗ víi miÒn x¸c ®Þnh lµD(A) ⊆ X (th«ng th­êng ta coiD(A) ≡ X

nÕu kh«ng nãi g× thªm) vµ miÒn gi¸ trÞ (miÒn ¶nh) R(A) n»m trong X∗.

§Þnh nghÜa 1.1.1. To¸n tö A ®­îc gäi lµ ®¬n ®iÖu nÕu

〈Ax− Ay, x− y〉 ≥ 0, ∀x, y ∈ X.

A ®­îc gäi lµ ®¬n ®iÖu chÆt nÕu dÊu b»ng chØ ®¹t ®­îc khi x = y.

Kh¸i niÖm vÒ to¸n tö ®¬n ®iÖu còng cã thÓ ®­îc m« t¶ dùa trªn ®å thÞ
Gr(A) cña to¸n tö A trong kh«ng gian tÝch X × X∗, trong ®ã theo ®Þnh
nghÜa

Gr(A) = {(x, y) : y = Ax}.

§Þnh nghÜa 1.1.2. To¸n tö A ®­îc gäi lµ ®¬n ®iÖu nÕu

〈x∗ − y∗, x− y〉 ≥ 0, ∀x, y ∈ X, x∗ ∈ Ax, y∗ ∈ Ay.

TËp Gr(A) ®­îc gäi lµ tËp ®¬n ®iÖu nÕu nã tho¶ m·n bÊt ®¼ng thøc trªn.
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§Þnh nghÜa 1.1.3. NÕu Gr(A) kh«ng bÞ chøa mét tËp ®¬n ®iÖu nµo kh¸c

trong X ×X∗ th× to¸n tö A ®­îc gäi lµ to¸n tö ®¬n ®iÖu cùc ®¹i.

§Þnh nghÜa 1.1.4. NÕu ∀x ∈ X ta cã 〈Ax, x〉 ≥ 0 th× A ®­îc gäi lµ to¸n

tö x¸c ®Þnh kh«ng ©m, kÝ hiÖu lµ A ≥ 0.

? NhËn xÐt: NÕu A lµ mét to¸n tö tuyÕn tÝnh trong kh«ng gian Banach X
th× tÝnh ®¬n ®iÖu t­¬ng ®­¬ng víi tÝnh x¸c ®Þnh kh«ng ©m cña to¸n tö.

VÝ dô 1.1.1. Gi¶ sö H lµ kh«ng gian Hilbert, A : H → H lµ to¸n tö kh«ng
gi·n, tøc lµ

‖Ax− Ay‖ ≤ ‖x− y‖, ∀x, y ∈ X.

Khi ®ã to¸n tö I − A lµ to¸n tö ®¬n ®iÖu, ë ®©y I lµ to¸n tö ®¬n vÞ trong
kh«ng gian Hilbert H .

VÝ dô 1.1.2. To¸n tö tuyÕn tÝnh A : RM → RM ®­îc x¸c ®Þnh bëi

A = BTB,

víi B lµ mét ma trËn vu«ng cÊp M , lµ mét to¸n tö ®¬n ®iÖu.

§Þnh nghÜa 1.1.5. To¸n tö A ®­îc gäi lµ ®¬n ®iÖu ®Òu, nÕu tån t¹i mét hµm

kh«ng ©m δ(t), kh«ng gi¶m víi t ≥ 0, δ(0) = 0 vµ

〈Ax− Ay, x− y〉 ≥ δ(‖x− y‖), ∀x, y ∈ X.

NÕu δ(t) = cAt
2 víi cA lµ mét h»ng sè d­¬ng th× to¸n tö A ®­îc gäi lµ ®¬n

®iÖu m¹nh.

§Þnh nghÜa 1.1.6. To¸n tö A ®­îc gäi lµ h-liªn tôc (hemicontinuous) trªn

X nÕu A(x + ty) ⇀ Ax khi t → 0 víi mäi x, y ∈ X vµ A ®­îc gäi lµ

d-liªn tôc (demicontinuous) trªn X nÕu tõ xn → x suy ra Axn ⇀ Ax khi

n→∞.
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VÝ dô 1.1.3. Hµm hai biÕn:

ϕ(x, y) =


xy2

(x2 + y4)
nÕu (x, y) 6= (0, 0)

0 nÕu (x, y) = (0, 0)

liªn tôc theo tõng biÕn riªng biÖt t¹i (0, 0) nh­ng kh«ng liªn tôc t¹i (0, 0).
Do ®ã nã h-liªn tôc t¹i (0, 0).

? NhËn xÐt: Mét to¸n tö ®¬n ®iÖu vµ h-liªn tôc trªn X th× d-liªn tôc.

§Þnh nghÜa 1.1.7. To¸n tö A : X → X∗ ®­îc gäi lµ to¸n tö bøc, nÕu

lim
‖x‖→∞

〈Ax, x〉
‖x‖

= ∞, ∀x ∈ X.

§Þnh nghÜa 1.1.8. ¸nh x¹ U s : X → X∗ (nãi chung ®a trÞ) x¸c ®Þnh bëi

U s(x) = {x∗ ∈ X∗ : 〈x∗, x〉 = ‖x∗‖s−1.‖x‖ = ‖x‖s, s ≥ 2}

®­îc gäi lµ ¸nh x¹ ®èi ngÉu tæng qu¸t cña kh«ng gian X .

Khi s = 2 th× U s th­êng ®­îc viÕt lµ U vµ ®­îc gäi lµ ¸nh x¹ ®èi ngÉu

chuÈn t¾c cña X .

? NhËn xÐt:

1) Trong kh«ng gian Hilbert H , ¸nh x¹ ®èi ngÉu chuÈn t¾c chÝnh lµ to¸n
tö ®¬n vÞ I trong H .

2) ¸nh x¹ ®èi ngÉu lµ mét trong nh÷ng vÝ dô vÒ to¸n tö ®¬n ®iÖu, nã tån
t¹i trong mäi kh«ng gian Banach.

Víi X = Lp(Ω), 1 < p < ∞ vµ Ω lµ mét tËp ®o ®­îc cña kh«ng gian
Rn th× ¸nh x¹ ®èi ngÉu chuÈn t¾c U cã d¹ng

(Ux)(t) = ‖x‖2−p|x(t)|p−2x(t), t ∈ Ω.

9
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Trong kh«ng gian Lp(Ω), ¸nh x¹ ®èi ngÉu U s cã tÝnh chÊt ®¬n ®iÖu ®Òu vµ
liªn tôc Holder, v×

〈U s(x)− U s(y), x− y〉 ≥ mU‖x− y‖s, mU > 0, (1.1)

‖U s(x)− U s(y)‖ ≤ C(R)‖x− y‖ν, 0 < ν ≤ 1, (1.2)

ë ®©y C(R) lµ mét hµm d­¬ng vµ ®¬n ®iÖu t¨ng theo R = max{‖x‖, ‖y‖}
(xem [3]).

§Þnh lý 1.1.1. (xem [4]) NÕu X∗ lµ kh«ng gian Banach låi chÆt th× ¸nh x¹

®èi ngÉu chuÈn t¾c U : X → X∗ lµ to¸n tö ®¬n ®iÖu, bøc vµ d-liªn tôc.

H¬n n÷a, nÕu X lµ kh«ng gian Banach låi chÆt th× U lµ to¸n tö ®¬n ®iÖu

chÆt.

Bæ ®Ò 1.1.1. (xem [9]) Cho X lµ mét kh«ng gian Banach thùc, f ∈ X∗ vµ

A lµ mét to¸n tö h-liªn tôc tõ X vµo X∗. Khi ®ã, nÕu cã

〈A(x)− f, x− x0〉 ≥ 0, ∀x ∈ X,

th× A(x0) = f .

NÕu A lµ mét to¸n tö ®¬n ®iÖu trªn X th× ®iÒu kiÖn trªn t­¬ng ®­¬ng
víi

〈A(x0)− f, x− x0〉 ≥ 0, ∀x ∈ X.

Bæ ®Ò 1.1.1 cã tªn lµ bæ ®Ò Minty, tªn mét nhµ to¸n häc Mü, ng­êi ®· chøng
minh kÕt qu¶ trªn trong tr­êng hîp kh«ng gian Hilbert. Sau nµy chÝnh «ng
vµ Browder ®· chøng minh ®éc lËp trong kh«ng gian Banach.

§Þnh nghÜa 1.1.9. Cho X lµ kh«ng gian Banach ph¶n x¹, f : X → R lµ

mét phiÕm hµm låi, chÝnh th­êng trªn X .

• Hµm f ®­îc gäi lµ nöa liªn tôc d­íi trªn X nÕu

lim inf
y→x

f(y) ≥ f(x), ∀x ∈ X.
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